Una dimostrazione filosoficamente istruttiva

della non numerabilità della retta ordinaria

(basata sulla (0-categoricità dei continui di I specie

senza minimo e massimo)

<<...mi sono reso conto fin dall'inizio che la matematica non si riduce al solo calcolo, alla risoluzione di problemi o al ragionamento deduttivo: benché essi siano sofisticati e degni di ammirazione, restano per me dei rompicapo, certo di alto livello, altissimo anche, ma sempre dei rompicapo [...] [sono portato a vedere solo in una] magna conjunctio [di] sapere matematico e presa di coscienza filosofica un evento maggiore dello spirito>>.

(Imre Toth, http://matematica.uni-bocconi.it/toth/toth3.htm)

* * * * *

Tabella riassuntiva dei principali risultati dell'aritmetica transfinita

1 - Si introduce in Ob(
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) una relazione di preordine, che estende quella "naturale" definita nella categoria degli insiemi finiti: A ( B se e soltanto se esiste un monomorfismo da A a B, ovvero se A è isomorfo a un sottoinsieme B' di B.

2 - Il preordine ( è lineare (Teorema del confronto di Zermelo).

3 - La relazione d'equivalenza associata al preordine ( è precisamente la relazione di isomorfismo, ossia A ( B e B ( A ses A e B sono isomorfi (I teorema di Cantor-Bernstein, o teorema di Cantor-Bernstein-Schröder-Dedekind).

4 - N2 è isomorfo ad N (I teorema di Cantor). (Corollario: Q è numerabile.)

5 - H(N,(2) non è isomorfo ad N (II teorema di Cantor). (Corollario: R non è numerabile.)

6 - H(N,(2)2 è isomorfo ad H(N,(2) (III teorema di Cantor).

7 - Il teorema 5 è un caso particolare del II teorema di Cantor-Bernstein: dato un qualsiasi insieme A, l'insieme delle parti P(A), che è canonicamente isomorfo ad H(A,(2), non è isomorfo ad A.

8 - I teoremi 4 e 6 sono un caso particolare del "teorema dell'infinito" di Hessenberg: dato un qualsiasi insieme infinito A, A2 è isomorfo ad A.

* * * * *

In una serie di recenti lavori (ai quali rimandiamo in generale per definizioni e simbolismo) abbiamo esaminato a fondo gli importanti teoremi che sono alla base dell'aritmetica transfinita costruita per il primo da Cantor, i quali sono ormai così "noti", e sostanzialmente semplici da dimostrare, che c'è il rischio che non si mediti convenientemente su ciò che hanno perennemente da insegnare. In modo particolare in:

http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/mat/aritm-trans.doc

abbiamo fornito una sintetica presentazione dei risultati riepilogati nella precedente tabella, assieme a cenni su numerose diverse dimostrazioni del "teorema di non numerabilità" di Cantor, ossia della scoperta che esistono diversi "tipi" di infinito.

Continuando nell'impostazione dualistica che ci è ormai propria, tale non numerabilità può essere riferita tanto alla retta ordinaria R, quanto all'insieme dei numeri reali R, due insiemi che pur essendo isomorfi (in categoria da specificare, ma sicuramente in quella degli insiemi), non lo sono però "canonicamente". La prima dimostrazione di Cantor del 1874 (e la sua variante assieme ad essa illustrata nella nota 4 dell'articolo citato) si riferiva certamente ad R, ma poteva essere tranquillamente adattata ad R (nella quale supporremo sempre venga fissato per comodità uno dei due orientamenti naturali). Altre dimostrazioni della non numerabilità di R richiedono di necessità qualche complemento sulle possibili "rappresentazioni" di un numero reale, tutte coinvolgenti "cifre" e numeri naturali, e ad esse è stata dedicata un'attenzione sufficientemente ampia in:

http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/mat/fraz-cont.doc

Ciò premesso, ci sembra interessante tornare sulla questione della non numerabilità, e specifichiamo: della retta ordinaria R, perché vogliamo ragionare su elementi autenticamente primitivi, e quindi su "punti", anziché su "numeri". Siamo infatti di fronte a una caratteristica essenziale di una delle due intuizioni fondamentali dell'intelletto umano, ed è doveroso allora comprendere nel modo migliore possibile l'origine della sua necessità. Non c'è dubbio che essa risieda nel "postulato di continuità" di R, pensata come spazio ordinato (senza minimo e senza massimo), un tema che abbiamo discusso in maniera approfondita in:

http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/ep8/ep8-zeno-app.htm

In tale saggio è stata presentata quella che ci sembra oggi la più istruttiva dimostrazione del teorema in parola, basata sulla circostanza che due spazi ordinati numerabili continui di I specie, senza minimo e massimo, sono necessariamente isomorfi (ovviamente, nella categoria degli spazi ordinati). Essa infatti risponde perfettamente, e costruttivamente, alle domande: Come mai uno spazio del tipo appena specificato presenta necessariamente lacune? E come si costruiscono tutte le lacune di un siffatto spazio?

Ricordiamo brevemente di cosa si tratta. Fissati due punti della retta orientata R, diciamoli A, B, con A < B, abbiamo designato con ((A,B) l'insieme di tutti i punti X di R tali che o X = A, o il segmento 
[image: image2.wmf]AX

 è commensurabile con il segmento 
[image: image3.wmf]AB

, e con (A,B)2 il sottoinsieme di R costituito da quei punti interni al segmento di estremi A, B ottenuti per successive dicotomie. Un insieme cioè che possiamo presentare ostensivamente numerato nel seguente modo:

X1 = punto medio tra A e B, X01 = punto medio tra A ed X1, X11 = punto medio tra X1 e B, X001 = punto medio tra A ed X01, X011 = punto medio tra X01 ed X1,

X110 = punto medio tra X1 ed X11, X111 = punto medio tra X11 e B, ... .

[Si è usata ovviamente una notazione che fa riferimento alla "numerazione binaria", ma in modo assolutamente inessenziale.]

Ciò premesso, è chiaro che abbiamo a che fare con due spazi ordinati numerabili (si comprende subito che ((A,B) è tale in virtù del I teorema di Cantor), entrambi senza minimo e senza massimo, e continui di I specie (ossia tali che tra due elementi distinti X e Y, X < Y, esiste sempre un elemento intermedio Z:

X < Z < Y): quindi, necessariamente isomorfi (come spazi ordinati) a norma del teorema sopra menzionato:

Teorema 1. Due continui di I specie numerabili senza minimo e senza massimo sono sempre tra loro isomorfi.

Nota 1. Il teorema 1 è ancora un risultato di Cantor, contenuto nel par. 9 dei "Beiträge zur Begründung der transfiniten Mengenlehre", Mathematischen Annalen, 46, 1895 (vedi la p. 304 dei Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen Inhalts, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New York, 1980, o la p. 123 di Contributions to the founding of the theory of transfinite numbers, Open Court Publ., 1915; Dover Publ., New York, 1955). Esso è oggi più familiare ai cultori di Logica matematica che non a quelli di Algebra, al punto che non l'abbiamo mai sentito nominare in nessuno dei corsi di Algebra di cui abbiamo avuto esperienza nel corso degli anni, né ne troviamo menzione in qualcuno dei testi di tale materia che pur dedicano attenzione al II teorema di Cantor (naturalmente, non è questo il caso di Joseph G. Rosenstein, Linear Orderings, Academic Press, New York-London, 1982, che presenta il teorema 1 a p. 26, ma questa è una monografia specificamente dedicata agli spazi ordinati). In effetti si tratta di un ottimo esempio di completezza via un teorema di Vaught: "Se T è una teoria priva di modelli finiti e (-categorica per qualche cardinale (, allora T è completa" (per un riferimento in italiano, cfr. per es. Carlo Toffalori e Patrizio Cintioli, Logica matematica, McGraw-Hill Libri Italia, Milano, 2000, p. 73) - e ciò spiega tra l'altro il titolo volutamente "difficile" che abbiamo prescelto per la presente nota. La teoria dei continui di I specie senza minimo e massimo risulta essere una teoria completa (loc. cit., p. 74) appunto perché sussiste il teorema 1: due siffatte strutture sono isomorfe se hanno lo stesso cardinale (0, cioè la relativa teoria è (0-categorica. Eppure, a parte l'aspetto logico appena illustrato, il teorema 1 appare non solo interessante in sé (e in qualche misura "intuitivo"), ma ci sembra strettamente collegato a questioni a nostro parere rilevanti sotto il profilo propriamente epistemologico.

Riportiamo dal terzo lavoro dianzi citato una facile dimostrazione del teorema 1, rimandando a quello scritto per ulteriori commenti.

Dim. Dato dunque un qualsiasi continuo di I specie (S,(), privo di minimo e massimo, con supporto S numerabile, vogliamo costruire un isomorfismo d'ordine tra (A,B)2 ed (S,(). Si introduca all'uopo un'esplicita numerazione x1, x2, x3, ... di S (che ovviamente non avrà nulla a che fare con l'ordine di S, vale a dire, non sarà vero in generale che x1 < x2 etc.!), e si costruisca il desiderato isomorfismo f : (A,B)2 ( S in modo ricorsivo, ponendo:

f(X1) = x1,

f(X01) = primo elemento di S (nella data numerazione!) che sta alla sinistra di x1
f(X11) = primo elemento di S che sta alla destra di x1
f(X001) = primo elemento di S che sta alla sinistra di f(X01)

f(X011) = primo elemento di S compreso (in senso stretto) tra f(X01) ed x1
f(X101) = primo elemento di S compreso tra x1 ed f(X11)

f(X111) = primo elemento di S che sta alla destra di f(X11)

etc..

Il punto chiave della dimostrazione consiste nel fatto che, se per esempio x5 è il primo elemento di S alla sinistra di x1, allora x2, x3, x4 si trovano alla destra di x1, sicché, in tale caso, f(X11) = x2, mentre x3 risulterà necessariamente essere o f(X101), o f(X111), e così via. Insomma, tutti gli elementi di S appaiono prima o poi alla destra della precedente tabella, laddove tutti gli elementi di (A,B)2 compaiono invece, "ordinatamente", alla sinistra, q.e.d.. (
Nota 2. La precedente argomentazione equivale a dire che ad ogni numerazione di S si può univocamente associare un isomorfismo d'ordine tra (A,B)2 ed (S,(), ossia che si può descrivere una corrispondenza: ( : Iso
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(N,S) ( Iso
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((A,B)2,(S,()). E' chiaro che ( è suriettiva, ma che viceversa un isomorfismo d'ordine non proviene da una sola numerazione. Per quanto riguarda la cardinalità di Iso
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((A,B)2,(S,()), potremmo dedurre da qui che essa è non superiore a quella del dominio di (, che ha la potenza del continuo. [Vedi il teorema

(5-8-2) in: http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/mat/card.doc. Che Iso
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((A,B)2,(S,()) avesse necessariamente potenza non superiore a quella del continuo era del resto chiaro a priori, indipendentemente cioè dall'introduzione della corrispondenza (, dal momento che tale insieme si può pensare come un sottoinsieme di Iso
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((A,B)2,(S,()), che ha la stessa cardinalità di Iso
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(N,S), o di Iso
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(N,N).] La cardinalità dell'insieme in parola è invero esattamente la potenza del continuo, come presto saremo in grado di stabilire (nota 3).

Torniamo adesso alla questione che ci sta a cuore, cominciando con il sostituire ad (S,() lo spazio ordinato ((A,B) (l'ordine è indotto da quello prescelto per R), che appare all'intuizione, ripetiamolo, come un continuo di I specie numerabile senza minimo e senza massimo. Sappiamo che ogni numerazione di ((A,B) induce un isomorfismo f tra (A,B)2 ed ((A,B), e da ciò consegue che:

Teorema 2. ((A,B) possiede necessariamente lacune, in quanto (A,B)2 ne ha, la più "semplice" di esse essendo costituita dal punto C interno al segmento 
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 tale che il segmento 
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 sia un terzo di 
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.

Introdotto (con simbolismo suggestivo che non deve però generare fraintendimenti) quel punto f(C) della retta ordinaria "corrispondente" a C (ma si rammenti che C non appartiene al dominio di f!), necessariamente concepibile in forza del postulato di continuità di R (naturalmente, non è detto che f(C) sia interno al segmento 
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), è chiaro che f(C) ( ((A,B), ossia che f(C) è una lacuna di ((A,B) (il segmento 
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 è incommensurabile con il segmento 
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). Insomma, che ((A,B) non può che essere contenuto propriamente in R.

Si è costretti a raggiungere la medesima conclusione se si sostituisce ad ((A,B) un qualsiasi sottoinsieme numerabile S di punti di R, per esempio se si aggiunge ad ((A,B) l'insieme ((A,f(C)), etc. (a fortiori se S non è un continuo di I specie, oppure se ammette minimo o massimo), sicché ecco dimostrato in modo assolutamente convincente che non è possibile pensare alla retta ordinaria R come a una totalità numerabile di punti, a meno di non voler rinunciare ad alcune proprietà essenziali ad una descrizione "adeguata" della nostra intuizione dello spazio.

Possiamo aggiungere un'ulteriore considerazione alle precedenti. Non solo abbiamo esplicitamente costruito una lacuna f(C) dello spazio ((A,B), ma anzi le abbiamo costruite tutte. Cioè, f(C) descrive, al variare di f (e quindi delle numerazioni di ((A,B)), tutti i punti dell'insieme complementare R-((A,B), dal momento che ogni punto di R, se non appartiene ad ((A,B), è una lacuna di ((A,B) (qui ci si rende conto del ruolo essenziale del cosiddetto "postulato di Archimede" per la retta ordinaria). In altre parole, sussiste il seguente:

Teorema 3. Comunque dato un punto X ( R tale che il segmento 
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 sia incommensurabile con il segmento 
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, esiste un isomorfismo d'ordine

f : (A,B)2 ( ((A,B) tale che X = f(C).

Dim. Basterà osservare che (A,B)2 si bipartisce nelle due classi, diciamole rispettivamente K ed M, dei punti minori di C e maggiori di C, allo stesso modo che ((A,B) si bipartisce nelle due classi K' ed M' dei punti minori di X e maggiori di X. Le quattro classi K, M, K', M' sono ciascuna il supporto di un continuo di I specie numerabile, senza minimo e massimo, sicché esisteranno un isomorfismo d'ordine k tra K e K', ed un isomorfismo d'ordine m tra M ed M'. E' chiaro che, "combinando" tra loro k ed m, si ottiene un unico isomorfismo d'ordine f tra (A,B)2 ed ((A,B), e che f(C) non può che essere X. (
Nota 3. Dal teorema 3 consegue che la corrispondenza tra Iso
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((A,B)2,((A,B)) e l'insieme R-((A,B), che associa ad un isomorfismo d'ordine f il punto f(C), è suriettiva, sicché Iso
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((A,B)2,((A,B)) deve avere potenza superiore a quella del continuo, e quindi infine ad essa uguale (I teorema di Cantor-Bernstein), tenuto conto di quanto osservato in generale nella nota 2 riguardo alla cardinalità dell'insieme in oggetto.

In conclusione, possiamo affermare che ogni necessaria "intuizione dell'irrazionale":

1 - non abbisogna affatto di argomentazioni geometriche pluridimensionali;

2 - è esclusivamente inerente alle proprietà dell'ordine 1-dimensionale;

3 - non è altro che ... un'"immagine" del numero razionale 
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 (volendo adesso esprimerci in maniera numerica), pensato questo come una "lacuna" dell'insieme dei numeri razionali del tipo 
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2

m

 (m, n numeri naturali, con m < 2n).

Una verità quest'ultima che dovrebbe contribuire ad eliminare un po' dell'aureola di mistero che circonda i numeri irrazionali, a meno di non voler considerare "irrazionale", e quindi in qualche misura anti-intuitiva (una contraddizione in termini, dal nostro punto di vista), l'operazione di tricotomia, in aggiunta a quella di dicotomia...

Nota 4. L'affermazione di cui al punto 1 non esclude che l'intuizione dei fenomeni in esame si manifesti in modo più "visibile" grazie all'immersione di uno spazio 1-dimensionale (corrispondente alla retta ordinaria) nel piano ordinario (l'unico spazio 3-dimensionale è lo spazio ordinario), una circostanza questa che viepiù esalta il ruolo della pluridimensionalità della forma pura "spazio". Tale è certamente l'originaria consapevolezza della necessità di grandezze irrazionali, tale è secondo noi la nozione di proporzionalità (costruibile sulla relazione di parallelismo), e tale pure ... la stessa tricotomia (caso particolare della divisibilità del semigruppo (; per una sintetica introduzione di tale struttura algebrica si veda il par. 3 del citato fraz-cont.doc), come risulta chiaro dalla figura presente nella nota finale del par. 2 di: http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/ep8/ep8-zeno.htm. Tutto ciò è alquanto estraneo alla corrente presentazione dei "fondamenti" della matematica, che vengono ricercati da tutt'altra parte, al punto che non possiamo neppure riconoscere che esistano opere che descrivano adeguatamente la "geometria ordinaria" (o "intuitiva", o "elementare", tutte specificazioni che preferiamo nettamente a "geometria euclidea", che riconduce in qualche misura ad operazioni storico-filologiche estranee alle finalità in discussione - il termine viene peraltro oggi usato con riferimento a strutture di tipo metrico, mentre nello spazio ordinario non esiste alcuna metrica naturale, ma soltanto una classe di metriche "simili" - dipendenti dalla scelta di un segmento che funga da unità di misura). Escludendo lo stesso Euclide, che rappresenta uno sforzo preliminare in tale direzione, non sempre esente da critiche, cosa rimane? Forse Hilbert con i suoi Grundlagen der Geometrie (1899)? (per non dire di altre esposizioni che ricorrono con sorprendente noncuranza al metodo dell'ignotum per ignotius). Mah, abbiamo molti dubbi che la presentazione dei Grundlagen... sia "adeguata" (per esempio non coglie il ruolo essenziale della relazione di preordine naturale tra i segmenti dello spazio ordinario, anche in relazione al famoso V postulato di Euclide), ancorché in un certo senso accuratamente "completa", a riprova che c'è ancora molto da fare pure in questa direzione...

Nota 5. E qui sta bene qualche considerazione sul termine assolutamente inadeguato: irrazionale, come se certi "enti del pensiero", quali punti, segmenti, e relative misure, non fossero pienamente razionali, o intuitivi, o i numeri reali detti appunto irrazionali non fossero anch'essi esattamente dei rapporti (ratio), ma naturalmente rapporti tra gli oggetti "giusti", e cioè tra segmenti, chissà mai perché dovrebbero essere rapporti tra numeri interi (come dire pure, che chissà mai perché si dovrebbe pretendere che due segmenti arbitrariamente assegnati abbiano un sottomultiplo comune, se è assolutamente manifesto che "in generale" l'uno non sarà un multiplo intero dell'altro!). La questione riconduce, da un punto di vista filosofico, alla questione dell'infinito, e al dualismo tra pensato e parlato. L'infinito è assolutamente concepibile dall'intelletto umano in un tempo finito, ma non è detto che esso possa "compiutamente" esprimersi con una "stringa" finita di un assegnato "linguaggio". In effetti, anche per individuare esattamente la posizione del punto C che segna la terza parte di un dato segmento 
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 (al solito, A < B) c'è bisogno per esempio di infinite dicotomie (alla sinistra del punto medio M tra A e B, alla destra del punto medio M' tra A ed M, alla sinistra del punto medio M'' tra M' ed M, etc.; in serie binaria, 
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 = 0,010101...), eppure quel punto è perfettamente concepibile, allo stesso modo che è perfettamente concepibile un quadrato con la sua diagonale, o un cerchio con il suo diametro (e quindi i numeri reali 
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 e (). Per chiarire meglio la circostanza, gioverà forse la citazione di un pensiero di Leibnitz: <<Je suis tellement pour l'infini actuel, qu'au lieu d'admettre que la nature l'abhorre, comme l'on dit vulgairement, je tiens qu'elle l'affecte par-tout, pour mieux marquer les perfections de son Auteur>> (Opera omnia studio Ludov. Dutens, Tomo II, parte I, p. 243; citato in epigrafe all'opera di Bernhard Bolzano Paradoxien des Unendlichen, 1851, postumi; ed. it. I paradossi dell'infinito, Feltrinelli, Milano, 1965), e di un esempio illustre in cui non sembra tenuta nel giusto conto l'opportunità di introdurre una netta distinzione tra pensiero e linguaggio. Nel De Musica Libri Sex, S. Agostino afferma infatti (pur con qualche fondatezza, che rimanda all'arrhetos di cui presto diremo): <<Namque ista vis numero inest, ut omnis dictus finitus sit, non dictus autem infinitus>> ("Liber primus - Quid sit musica eiusque motus et numeri", 11.18). Insomma, ci sembra che irrazionale, almeno nell'accezione che è stata poi connessa a tale termine, non sia che una cattiva traduzione dell'(((((( (alogos) o ((((((( (arrhetos) degli antichi Greci, che noi preferiamo interpretare, piuttosto che come "privo di rapporto" (o addirittura "illogico"!), come: al di fuori delle possibilità di un discorso, ma soltanto nel senso di inesprimibile in modo esaustivo in un linguaggio. Sottolineiamo inoltre che bisognerebbe fra l'altro specificare il tipo di "rappresentazione" che viene prescelta, potendo un ente risultare bisognoso di una rappresentazione infinita secondo una certa convenzione, e finita secondo un'altra. Vale a dire, il passaggio dal pensiero al linguaggio non è univoco (come ben sa qualunque studente che abbia fatto ricorso alla giustificazione: "lo so, ma non lo so dire"), con buona pace di chi sostiene l'identità dei due ambiti dell'esperienza umana. Tra l'altro, il pensiero risulta "pluridimensionale" e "non ordinato", laddove il linguaggio è automaticamente linearizzato e ordinato dal tempo. Un altro motivo di equivoco potrebbe risultare poi da un altro trascurato dualismo, quello tra "realtà del pensiero" e "realtà materiale": è ovvio infatti che i numeri reali, irrazionali e non, hanno a che fare con il primo genere di realtà, e non con il secondo, ossia, non riguardano, almeno direttamente, misure di oggetti concreti, e quindi la fisica (scienza di giudizi sintetici a posteriori, e non a priori).

Ci sembra interessante riportare poi in questa lunga nota, per comodità del lettore, alcuni frammenti di una conversazione su questo importante argomento (<<A recent discussion on the Historia Matematica list...>>) che si trova in rete (http://www.pballew.net/arithme4.html):

- In the eminent website Earliest Known Uses of Some of the Words of Mathematics

(http://members.aol.com/jeff570/mathword.html) I read about the history of the word irrational: Cajori (1919, page 68) writes, "It is worthy of note that Cassiodorius [sic] was the first writer to use the terms 'rational' and 'irrational' in the sense now current in arithmetic and algebra."

- Let me intervene in this learned discussion with the following remarkable observation made by Johan Kepler in the first pages of his Harmoniae Mundi. The Greek words translated by the Latin "rational" and "irrational" (segments, i.e., numbers) are "logos" and "alogos", resp. When in Greek mathematics one mentions "logoi" or "alogoi" in connection with segments (such as the side and diagonal of a quadrilateral) it means "expressible" or "un-expressible", resp., Hence the Latin translation "rational" and "irrational" is a mis-translation, and it should better be translated as "expressible" or "inexpressible", resp., when appearing in the mathematical context. But now is too late for such a reformation of terminology. Yaakov S. Kupitz.

- There are actually three Greek words having similar meaning. In Plato one finds occasionally "arrhetos" (unspeakable, inexpressible, related to "rhetoric") and "alogos" (irrational, "illogical"). The word in Euclid is "a-sym-metra" (plural) referring to two in-com-mensurables (a piece-for-piece translation of "asymmetra", and somewhat distinct from the English cognate "asymmetric"). I find it interesting that the English word "unspeakable" carries a heavy emotional connotation of being "too horrible for words," but that connotation is not in the Greek "arrhetos". Roger Cooke.

Siamo del tutto d'accordo con Kupitz, ma aggiungiamo che:

1 - Florian Cajori (A History of Mathematics, Chelsea Publ. Company, 1893; Second Revised and Enlarged Edition 1919) riferisce in realtà l'affermazione sull'eventuale responsabilità di tale discutibile traduzione in latino da parte di Magno Aurelio Cassiodoro (ca. 475-570, autore di un'enciclopedia in 7 libri De artibus ac disciplinis liberalium literarum, <<la quale presenta una spiccata rassomiglianza con l'opera congenere di Marziano Capella>>, secondo Gino Loria, Storia delle matematiche - Dall'alba della civiltà al tramonto del secolo XIX, 3 voll., Torino, 1929-33, riediti in un unico volume da Cisaplino-Goliardica, 1982, I vol., p. 131) alla Encyclopédie des sciences mathématiques, Tome I, Vol. 2, 1907, p. 2;

2 - che troviamo nella citata opera di S. Agostino (ancorché in un contesto concettuale che non ci risulta molto chiaro), precedente di oltre un secolo a Cassiodoro: <<Appellemus ergo, si placet, illos qui inter se dimensi sunt, rationabiles; illos autem qui ea dimensione carent, irrationabiles>> (loc. cit., "Liber primus", 9.15), e che l'autore sembra mostrare piena consapevolezza, in 4.6, dell'accezione "negativa" del termine irrazionale: <<ratione autem non utitur irrationale animal>>.

Tanto basti sull'argomento, sul quale intendiamo peraltro tornare negli annunciati "Contributi a una fondazione dualistica della matematica, ovvero: Kant aveva ragione...", punto N. 17 sempre della medesima pagina web: http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/listamat.htm

Nota 6. In conclusione, una breve nota "autobiografica". Non c'è dubbio che alcune delle verità che si sono man mano rivelate (lungo un cammino che ha mostrato la profonda connessione tra temi quali i paradossi di Zenone, il dualismo cartesiano, la teoria kantiana dello spazio e del tempo, le geometrie non euclidee, la teoria della relatività, etc.) mi hanno colto di sorpresa, per il loro aspetto di "novità" rispetto alla preparazione che avevo ricevuto. Sono però solo parzialmente stupito di essere arrivato così tardi a una migliore comprensione di fenomeni matematici che pur credevo di conoscere bene, perché mi rendo oggi ben conto di essere stato allevato alla luce della comune convinzione che di certe questioni "fondamentali" si sapesse ormai tutto, e che una loro conoscenza completa si potesse raggiungere senza eccessivo sforzo. Un atteggiamento, ribadisco, alquanto diffuso, che ha la non secondaria conseguenza che molti giovani "ricercatori" trascurino l'approfondimento di aspetti importanti della matematica (in quanto infecondi dal punto di vista della produzione di articoli "originali", utili come titoli per la progressione nelle carriere accademiche), e dedichino tutto il loro impegno a risolvere problemi marginali, per non dire "artificiali". [A questo proposito sarebbe forse opportuno introdurre, oltre all'abusato dualismo didattica-ricerca, un nuovo dualismo: ricerca-studio, e ne accenniamo pertanto brevemente, anche se i termini richiederebbero qualche precisazione, a limitare immediate prevedibili obiezioni...] L'effetto è che, se si sa che certe cose "si sanno", non si sa esattamente chi è che le sa, e comunque quasi sempre non le si sa in prima persona, continuando a parlare in senso generale (verità di media). Per quello che può valere un'esperienza personale, non mi è capitato se non assai di rado di imbattermi in persone dell'ambiente matematico che dei temi fondamentali in discorso avessero quella piena consapevolezza che sarebbe auspicabile - sia pure da prospettive filosofiche diverse. Come dire che, anziché contrastarlo, l'attuale struttura universitaria favorisce un inevitabile naturale processo di <<degradazione>>, nella misura in cui contravviene al monito di Federigo Enriques, che voglio ancora una volta riproporre: non si può godere pacificamente il possesso ereditario della conoscenza, ogni generazione deve rinnovarne gli elementi costitutivi, <<ricreandoli nel proprio sforzo di intenderli e di superarli>> (Le matematiche nella storia e nella cultura, Ed. Zanichelli, Bologna, 1938, p. 153). A parziale riscatto di tale valutazione negativa, e delle relative responsabilità personali, potrei aggiungere che ritengo comunque del tutto appropriata a spiegare il presente caso anche la seguente profonda riflessione di Martin Heidegger: <<Tutto ciò che è in senso essenziale, non solo nella tecnica moderna, si mantiene ovunque nascosto quanto più a lungo possibile. Nondimeno, rispetto al suo vigere dispiegato, esso rimane quello che viene prima di tutto, cioè il più principale [...] ciò che, rispetto al suo sorgere e imporsi, è primo diventa manifesto solo più tardi a noi uomini. All'uomo, l'origine principale si mostra solo da ultimo>> ("La questione della tecnica", in Saggi e discorsi, a cura di Gianni Vattimo, Mursia, 1976).

Esercizio finale

Fermo restando il simbolismo di fraz-cont.doc, si consideri soltanto la parte superiore della "matrice di Cantor", diagonale esclusa, e si effettui l'originale procedimento di linearizzazione di cui al teorema di numerabilità (rispetto alla seguente figura, dei soli "indici"), fino a ottenere una numerazione f di 
[image: image27.wmf]o

I

(Q+:


[image: image28.wmf]2

1

, 
[image: image29.wmf]3

1

, 
[image: image30.wmf]4

1

, 
[image: image31.wmf]3

2

, 
[image: image32.wmf]5

1

, 
[image: image33.wmf]6

1

, 
[image: image34.wmf]5

2

, 
[image: image35.wmf]4

3

, 
[image: image36.wmf]7

1

, 
[image: image37.wmf]5

3

, 
[image: image38.wmf]8

1

, 
[image: image39.wmf]7

2

, 
[image: image40.wmf]5

4

, ... .

[image: image41.jpg]aZI

a3t

afl

a1

al4 a5 al6 -
. .1/ v

a23  a24  a25
w32 a3l w34 a3s

a2 a13 add  ass .

a2 a3 a4 a5 ...




Ci si diverta a calcolare le prime (per esempio due o tre) cifre dell'espansione binaria di f(C), e si faccia lo stesso con il numero irrazionale x che si ottiene invece utilizzando il procedimento antidiagonale di Cantor relativamente all'espansione binaria di ciascun termine della successione (si utilizzi, nel caso dei numeri del tipo 
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, la scrittura "lunga", cioè l'espressione in serie non definitivamente nulla - che in aritm-trans.doc abbiamo chiamato canonica):
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 = 0,01111111...
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 = 0,01010101...
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 = 0,00111111...

...

(in relazione alla distinzione operata nella nota 3 di aritm-trans.doc tra successioni del tipo in esame "buone" e "cattive", si noti che quella precedente, relativa cioè all'intero insieme 
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(Q+, è certamente buona, dal momento che se tutti i termini della successione avessero l'elemento diagonale uguale ad 1 da un certo punto in poi, allora quelli che hanno elemento diagonale uguale a 0 sarebbero soltanto un numero finito, ciò che è manifestamente falso).

Si confronti infine x = 0,1001... con f(C)...

(UB, Pg, febbraio 2005)

_1169014894.unknown

_1169105596.unknown

_1169105658.unknown

_1169105700.unknown

_1169105969.unknown

_1169274437.unknown

_1169105991.unknown

_1169105712.unknown

_1169105687.unknown

_1169105630.unknown

_1169105652.unknown

_1169105622.unknown

_1169105581.unknown

_1169105589.unknown

_1169105550.unknown

_1168762101.unknown

_1168922759.unknown

_1168963850.unknown

_1168964112.unknown

_1168762838.unknown

_1168762884.unknown

_1168762824.unknown

_1168760352.unknown

_1168761131.unknown

_1168759114.unknown

_1168759124.unknown

_1155201512.unknown

_1165763508.unknown

