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Ulteriori considerazioni sul numero

delle partizioni additive di un numero naturale

Nelle ultime pagine di: http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/mat/cap2-2.doc ci siamo occupati del numero delle partizioni additive di un numero naturale n, che abbiamo chiamato p(n) (manteniamo qui in generale terminologia e simbolismo della fonte appena citata). Abbiamo costruito tra l'altro la matrice delle partizioni (aggiungiamo 4 righe a quella precedentemente esibita, per consentire più ampie verifiche delle identità che andremo successivamente determinando):
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a partire dalla semplice formula ricorsiva (II.A.32):

(1)   pm(n) = pm-1(n-1) + 
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(si intenda n ( 2, k = parte intera di 
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, m un numero naturale arbitrario; si rammenti inoltre la posizione p0(r) = 0 per qualsiasi argomento r ( N).

Ovviamente, specializzando la (1) per m = n si ottiene (n ( 2):

(2)   p(n) = p(n-1) + 
[image: image3.wmf]]

i)

-

(n

p

-

i)

-

(n

[p

k

1

i

1

-

i

i

å

=

.

Abbiamo infine accennato ad alcuni schemi regolari presenti nella matrice oggetto della nostra attuale curiosità, e sul tema vogliamo tornare adesso con maggiore cura, seppur mantenendoci sempre su un livello "elementare". Indaghiamo allo scopo i termini costituenti la sommatoria presente nel RHS di (1), o di (2), e per semplificare la discussione introduciamo, per ogni coppia ordinata di numeri naturali m, n, la funzione aritmetica qm(n), definita come il numero delle partizioni additive di n costituite da esattamente m addendi. Risulterà quindi in particolare:

(3)   qm(n) = pm(n) - pm-1(n), per ogni valore di m ed n;

(3')   q1(n) = qn(n) = 1, per ogni valore di n;

(3'')   qm(n) = 0, per ogni valore di n, ed ogni m > n;

(3''')   pm(n) = pm-1(n-1) + 
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(la (3''') è evidentemente una riscrittura della (1), con le condizioni allora specificate, tramite la (3));

(3iv)   p(n) = p(n-1) + 
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(la (3iv) è evidentemente una riscrittura della (2), con le condizioni allora specificate, ancora tramite la (3)).

Proveremo adesso la seguente identità (per ogni numero naturale n, e per ogni m tale che 1 ( m ( n):

(4)   qm(n) = pm(n-m)

(per la cui validità anche nel caso m = n si suppone implicitamente la definizione pm(0) = 1, per ogni numero naturale m).

La dimostrazione della (4) risulta in effetti assai semplice. Supposto senz'altro

m < n, basta osservare che, da una decomposizione additiva di n in esattamente m addendi, si può dedurre una decomposizione additiva di n-m in al più m addendi, sottraendo un'unità da ogni termine della decomposizione; e ovviamente viceversa, nel senso che da ciascuna decomposizione del secondo tipo si può ottenere inversamente, aggiungendo tante unità quanto necessario, una decomposizione del primo tipo. Per esempio, dalla decomposizione 3 + 4 di

7 = 12 - 5, si trae la decomposizione di 12 in esattamente 5 addendi:

12 = (3+1) + (4+1) + 1 + 1 + 1 = 4 + 5 + 1 + 1 + 1.

Analizziamo ora alcune interessanti conseguenze della (4). Prima di tutto, riscrivendola nella forma:

(5)   pm(n) = pm-1(n) + qm(n) = pm-1(n) + pm(n-m)

in virtù della (3), ecco che si ottiene un'altra formula ricorsiva, differente dalla (1) (nella (1) si procede "in diagonale", mentre nella (5) si determina una colonna tramite la precedente - e naturalmente, in entrambi i casi, tramite valori già noti di pm(n)), che permette di costruire l'intera matrice delle partizioni. [Vedi per esempio: http://www.mathpages.com/home/kmath091.htm. Ci sembra istruttivo citare da questa fonte il seguente commento, che condividiamo appieno, e con una certa sorpresa, tenuto conto che nell'Hardy-Wright, loc. cit. nella menzionata appendice, ai semplici algoritmi in discorso non sembra farsi cenno: <<Euler's generating function for the partitions of n is certainly clever, and leads to many powerful techniques in combinatorics, but it isn't the easiest way to compute p(n) or pm(n) etc.>> - nel riportare il brano abbiamo utilizzato il "nostro" simbolismo.]
Stabiliamo adesso altre identità, che permetteranno non solo di scoprire alcuni degli altri schemi regolari ai quali avevamo accennato nel lavoro citato in esordio, ma anche di dedurre nuove rappresentazioni ricorsive di pm(n) e p(n), e da queste alcune stime elementari possibilmente interessanti. Riproponiamo allo scopo la (3''') e la (3iv) nella forma:

(6')   pm(n) = pm-1(n-1) + 
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(6'')   p(n) = p(n-1) + 
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la prima delle quali si esplicita nelle seguenti identità (distinguendo, per maggiore chiarezza espositiva, il caso n pari, n = 2k, n ( 2, da quello dispari,

n = 2k+1, n ( 3, e il caso m ( k da quello m > k):

(7')   pm(2k) = pm-1(2k-1) + p1(2k-2) + p2(2k-4) + ... + pm(2k-2m) (m ( k)

(7'')   pm(2k+1) = pm-1(2k) + p1(2k-1) + p2(2k-3) + ... + pm(2k-2m+1) (m ( k)

(7''')   pm(2k) = pm-1(2k-1) + p1(2k-2) + p2(2k-4) + ... + pk(0) (m > k)

(7iv)   pm(2k+1) = pm-1(2k) + p1(2k-1) + p2(2k-3) + ... + pk(1) (m > k).

La (6'') implica analogamente (specializzazioni di (7''') e (7iv) per m ( n):

(8')   p(2k) = p(2k-1) + p1(2k-2) + p2(2k-4) + ... + pk(0)

(8'')   p(2k+1) = p(2k) + p1(2k-1) + p2(2k-3) + ... + pk(1).

Notiamo che il termine che si aggiunge in (7''') e (7iv) al corrispondente valore di pm-1 è indipendente da m, sicché le relative differenze del tipo

pm(n) - pm-1(n-1) sono costanti, per un fissato valore di n.

Oltre a rivelare altri schemi di regolarità presenti nella matrice delle partizioni, un uso combinato delle precedenti identità permette di riscrivere (se m ( 2):

(9') pm(2k) = pm-2(2k-2) + p1(2k-3) + p2(2k-5) + ... + pm-1(2k-2m+1) + p1(2k-2) +

+ p2(2k-4) + ... + pm(2k-2m) = pm-2(2k-2) + [p1(2k-2) + p1(2k-3)] +

+ [p2(2k-4) + p2(2k-5)] + ... + [pm-1(2k-2m+2) + pm-1(2k-2m+1)] + pm(2k-2m)

(2 ( m ( k)

(9'') pm(2k+1) = pm-2(2k-1) + p1(2k-2) + p2(2k-4) + ... + pm-1(2k-2m+2) +

+ p1(2k-1) + p2(2k-3) + ... + pm(2k+1-2m) = pm-2(2k-1) + [p1(2k-1) + p1(2k-2)] +

+ [p2(2k-3) + p2(2k-4)] + ... + [pm-1(2k-2m+3) + pm-1(2k-2m+2)] + pm(2k-2m+1)

(2 ( m ( k)

(9''') pm(2k) = pm-2(2k-2) + [p1(2k-2) + p1(2k-3)] +

+ [p2(2k-4) + p2(2k-5)] + ... + [pk-1(2) + pk-1(1)] + pk(0) (m > k ( 2)

(9iv) pm(2k+1) = pm-2(2k-1) + [p1(2k-1) + p1(2k-2)] +

+ [p2(2k-3) + p2(2k-4)] + ... + [pk-1(3) + pk-1(2)] + [pk(1) + pk(0)] (m > k ( 1)

e quindi anche, in particolare:

(10') p(2k) = p(2k-2) + [p1(2k-2) + p1(2k-3)] +

+ [p2(2k-4) + p2(2k-5)] + ... + [pk-1(2) + pk-1(1)] + pk(0) (k ( 2)

(10'') p(2k+1) = p(2k-1) + [p1(2k-1) + p1(2k-2)] +

+ [p2(2k-3) + p2(2k-4)] + ... + [pk-1(3) + pk-1(2)] + [pk(1) + pk(0)] (k ( 1).

Considerando d'ora in avanti solo le ultime due identità, il procedimento si può palesemente iterare, fino ad arrivare a p(2) o p(1) rispettivamente, in modo da ottenere infine le seguenti rappresentazioni di p(n):

(11') p(2k) = p(2) + (k-1) +

+ p1(2k-2) + p1(2k-3) + p1(2k-4) + p1(2k-5) + ... + p1(4) + p1(3) + p1(2) + p1(1) +

     + p2(2k-4) + p2(2k-5) + ... + p2(4) + p2(3) + p2(2) + p2(1) +




 + ... + pk-2(4) + pk-2(3) + pk-2(2) + pk-2(1) +







      + pk-1(2) + pk-1(1)

(l'addendo k-1 sta per pk(0) + pk-1(0) + ... + p2(0), termini che abbiamo raccolto tutti insieme per motivi di simmetria);

(11'') p(2k+1) = p(1) +

+ p1(2k-1) + p1(2k-2) + p1(2k-3) + p1(2k-4) + ... + p1(3) + p1(2) + p1(1) + p1(0) +

     + p2(2k-3) + p2(2k-4) + ... + p2(3) + p2(2) + p2(1) + p2(0) +




 + ... + pk-1(3) + pk-1(2) + pk-1(1) + pk-1(0) +







           + pk(1) + pk(0).

Da esse si possono evincere alcune stime immediate per p(n) (però, come vedremo, piuttosto grossolane al divergere di n). Se in (11') sostituiamo p(2) = 2 e mettiamo un'unità al posto di ciascun addendo, ecco che otteniamo:

(12') p(2k) ( 1 + k + (2k-2) + (2k-4) + ... + 2 = 1 + k + 2(
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 = 1 + k + k(k-1),

mentre, se consideriamo il solo valore massimo per ciascun gruppo di addendi (dianzi indicato riga per riga), otteniamo:

(12'') p(2k) ( 1 + k + (2k-2)(p1(2k-2) + (2k-4)(p2(2k-4) + ... + 2(pk-1(2).

Analogamente, nel caso dispari, si può affermare che:

(13') p(2k+1) ( 1 + k + (2k-1) + (2k-3) + ... + 3 + 1 = 1 + k + k2
(l'addendo k nel RHS della precedente disuguaglianza sta per

p1(0) + p2(0) + ... + pk(0); il fatto che la somma dei primi k numeri dispari sia uguale a k2 è noto sin dall'antichità, grazie alla seguente figura:

[image: image9.jpg]



e lo si può "dimostrare algebricamente" dalla formula 
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, sottraendovi la somma degli addendi pari, che abbiamo già prima considerato),

e che:

(13'') p(2k+1) ( 1 + k + (2k-1)(p1(2k-1) + (2k-3)(p2(2k-3) +

       + ... + 3(pk-1(3) + 1(pk(1).

Riassumendo:

(14')   p(2k) ( 1 + k2
(14)   p(2k+1) ( 1 + k + k2,

mentre un'analoga stima superiore per p(n) si può ottenere dalle (12'') e (13'') con l'aggiunta della seguente osservazione: è possibile dimostrare senza eccessive difficoltà che un limite superiore per i termini di quelle "linee diagonali" della matrice delle partizioni che lì intervengono (precisamente: p1(2k-2), p2(2k-4), ... , pk-1(2) nel caso pari, e p1(2k-1), p2(2k-3), ... , pk-1(3), pk(1) in quello dispari) è fornito da p(k), sicché risulta:

(15')   p(2k) ( 1 + k + k(k-1)(p(k)

(15'')   p(2k+1) ( 1 + k + k2(p(k).

Prima di andare avanti, informiamo il lettore desideroso di avventurarsi su sentieri più impervi, che uno studio approfondito della questione è contenuto in: Godfrey Harold Hardy, Srinivasa Aiyangar Ramanujan, "Asymptotic Formulae in Combinatory Analysis", Proceedings of the London Mathematical Society, 17, 75-115, 1918 (vedi anche G.H. Hardy, Ramanujan: Twelve Lectures on Subjects Suggested by His Life and Work, 3rd ed., Chelsea, New York, 1999), nel quale viene determinata la seguente formula asintotica per p(n) (con metodi alquanto avanzati della cosiddetta "teoria analitica dei numeri"):

p(n) ~ 
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Una formula esatta, ma "mostruosa", è stata invece esibita da Hans Rademacher, ("On the Partition Function p(n)", Proceedings of the London Mathematical Society, 43, 241-254, 1937). Ci limitiamo a riproporla qui di seguito, scannerizzandola da John H. Conway, Richard K. Guy, Il libro dei numeri, Hoepli, Milano, 1999, p. 83:
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(e rimandando al testo citato per una definizione, altrettanto complicata!, dei coefficienti Ak(n)).

Chiudiamo il presente lavoro mettendo alla prova le disuguaglianze elementari precedentemente ottenute (che sono comunque valide se n = 2 o n = 3 con il segno di uguale) nel caso p(200), il cui valore 3972999029388 (un numero con 13 cifre decimali) ci viene riferito da Hardy-Wright (loc. cit., p. 286) come un risultato di Percy Alexander MacMahon (la relativa tabella, fino appunto al valore n = 200, è riportata alla fine del saggio di Hardy e Ramanujan dianzi citato, pp. 114-115; di MacMahon si veda anche Combinatory Analysis, 2 Voll., Cambridge, 1918 - ristampa Chelsea, New York, 1960, oppure "The Parity of p(n), the Number of Partitions of n, when n ( 1000", Journal of the London Mathematical Society, 1, 225-226, 1926). p(200) è indubbiamente superiore a

1 + 1002 (anche troppo!), mentre risulterà:

p(200) ( 1 + 100 + 9900(p(100)

p(100) ( 1 + 50 + 2450(p(50)

p(50) ( 1 + 25 + 600(p(25)

p(25) ( 1 + 12 + 144(p(12)

p(12) ( 1 + 6 + 30(p(6)

p(6) ( 1 + 3 + 6(p(3)

p(3) ( 1 + 1 + 1(p(1) = 3

e quindi:

p(6) ( 4 + 6(3 = 22

p(12) ( 7 + 30(22 = 667

p(25) ( 13 + 144(667 = 96061

p(50) ( 26 + 600(96061 = 57636626

p(100) ( 51 + 2450(57636626 = 141209733751

(e si noti che qui non abbiamo in effetti ancora raggiunto le 13 cifre decimali)

p(200) ( 101 + 9900(141209733751 = 1397976364135001.

Otteniamo infine un numero di ben 16 cifre decimali, che oltrepassa di molto il valore che si sta cercando di stimare.

[Ulteriori informazioni sul tema in discorso si possono trovare in:

http://mathworld.wolfram.com/PartitionFunctionP.html,

e in: G. E. Andrews. "The Theory of Partitions", Vol. 2, Encyclopedia of Mathematics and its Applications, Addison-Wesley, Reading, MA, 1976.]

- - - - -

Si ringrazia il Prof. Daniel Coray dell'Università di Ginevra per qualche utile suggerimento.
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