Qualche curiosità sulla rappresentazione in serie

di un numero razionale

In http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/mat/fraz-cont.doc

e negli esercizi http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/mat/eserciz.doc

ci è capitato di soffermarci su alcune caratteristiche della rappresentazione in serie di un numero razionale, rispetto a una data base numerica n ( N, n ( 2, e al relativo insieme delle cifre Xn = (0,1,...,n-1( (un segmento iniziale di N0). [E si potrebbe qui riflettere sui criteri che sovrintendono alla scelta di n nelle varie civiltà, visto che anche n = 1 andrebbe bene, almeno per rappresentare N: scelto un "segno" °, e posto

X = (°(, ecco che l'unica parola di lunghezza 1 ° in W(X) potrebbe significare l'uno, la parola °° il due, etc. (manca un simbolo per lo zero, e volendo si potrebbe rappresentarlo con la parola vuota in W(X), in modo da avere un isomorfismo W(X) [image: image27.wmf]*

 N0). La scelta della cardinalità n di X è relativa soltanto alla necessità di abbreviare la rappresentazione del numero, e costituisce quindi sostanzialmente un problema di inventio medii (trovare la "misura giusta"), che a sua volta riconduce secondo noi alle connessioni filosofiche tra numeri naturali e tempo (sulle quali ci soffermeremo di più nei previsti "Contributi a una fondazione dualistica della matematica..."), nel presente contesto il tempo di una vita umana. Ciò giustifica in qualche modo le scelte n = 10, o n = 20, o il porre X uguale all'insieme delle lettere di un alfabeto ordinario, laddove invece l'affermazione della moderna informatica inclina a risolvere il problema con il semplice n = 2, e X2 = (0,1(.] In particolare in un inciso degli esercizi abbiamo accennato al fatto che l'esistenza di un antiperiodo è relativa alla base numerica prescelta, senza fornire però ulteriori particolari in proposito. Vogliamo adesso qui chiarire completamente la questione, sempre in ossequio all'ammonimento di Federigo Enriques, secondo cui non si può godere pacificamente il possesso ereditario della conoscenza: ogni generazione deve rinnovarne gli elementi costitutivi, <<ricreandoli nel proprio sforzo di intenderli e di superarli>> (Le matematiche nella storia e nella cultura, Ed. Zanichelli, Bologna, 1938, p. 153). Un ammonimento tanto più attuale oggi che la tecnologia a disposizione permette di ricorrere a utilissimi strumenti di calcolo automatico, il cui uso acritico rischia però di far diminuire la consapevolezza della fenomenologia con cui si ha a che fare.

Sia dunque x = 

 un arbitrario numero razionale positivo e minore di 1

(a, b ( N, a < b, a e b primi tra loro), e supponiamo che x non abbia antiperiodo rispetto ad n (sicché in particolare x è pure diverso da quei numeri che hanno rispetto ad n una rappresentazione in serie definitivamente nulla). Sappiamo allora che x = 

, dove c è il periodo di x, e k la sua lunghezza

(c, k ( N, c < nk-1). [Si faccia attenzione alla circostanza che il periodo è in realtà una parola (stringa), cioè un elemento di Wk(Xn), mentre il numeratore della frazione in oggetto è il numero corrispondente a c. L'osservazione riconduce all'epimorfismo canonico

W(Xn) 
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 N0 (facciamo ancora corrispondere la parola vuota allo zero), un epimorfismo che ammette la nota sezione canonica che permette viceversa di scrivere univocamente un numero intero positivo o nullo mediante una stringa che non comincia per 0, a meno che non si tratti proprio dello 0 (ma si faccia attenzione che se alla parola X' corrisponde il numero x', e alla parola X'' il numero x'', alla parola "prodotto" X'X'' non corrisponde semplicemente il numero che si forma "attaccando" x' e x'': a parte il caso del (, per cui a 1(( = 1 corrisponde appunto 1, e non 10, si noti per esempio che, nella notazione decimale, la parola 7 corrisponde al numero 7, la parola 001 al numero 1, ma la parola 7001 non corrisponde al numero 71. Insomma, in parole (è proprio il caso di dire!) povere, si tratta semplicemente di non prendere in considerazione gli eventuali 0 all'inizio di c!] Bene, si avrà allora

a(nk - 1) = bc, ossia (ank-1)(n - c(b = a, dalla quale si deduce che MCD(n,b) = 1, essendo stati supposti a e b primi tra di loro. A questo punto ci si può chiedere se vale il viceversa, e si può in effetti dimostrare che sussiste il seguente:

Teorema 1. Se MCD(n,b) = 1, allora x non ha antiperiodo rispetto ad n.

Dim. Basta evidentemente dimostrare che nelle attuali ipotesi esistono un minimo numero naturale k e un relativo numero naturale c tali che 

 = 

. Infatti risulterà allora anche 

 = 

, e poiché ac viene ad essere un numero minore di nk-1, ecco che x verrebbe ad ammettere la seguente rappresentazione in serie rispetto a n: x = 0,PPPP... , dove P non è altro che la stringa che rappresenta ac nella base n, con l'aggiunta di tanti 0 a sinistra fino ad arrivare esattamente alla lunghezza k (tale stringa è precisamente il periodo di 

 in virtù dell'ipotesi di minimalità supposta per l'esponente k). Per raggiungere la conclusione desiderata si introduca prima di tutto l'anello delle classi dei resti modulo b, ossia Zb = Z/bZ. Si osservi poi che MCD(n,b) = 1 è condizione necessaria e sufficiente affinché la classe di n sia un elemento invertibile in Zb (si utilizzi l'identità di Bézout), e che poiché gli elementi invertibili (detti talvolta anche unità dell'anello, da non confondere ovviamente con l'elemento neutro di Zb, che comunque è una delle unità) di Zb costituiscono un gruppo finito (di ordine ((b), il cosiddetto indicatore di Eulero di b, che è qui un numero naturale maggiore o uguale di 2), allora la detta classe di n, diciamola [n], ammette un ordine (detto a volte anche periodo) k, definito come l'ordine del sottogruppo generato da [n] nel gruppo in oggetto: si tratta del minimo numero naturale tale che [n]k = [1]. Se si esplicita questa identità in termini di congruenze modulo b, ecco che si ottiene nk = 1 + cb, per qualche numero naturale c, e quindi nk - 1 = cb ( 

 = 

 cvd. (
[L'indicatore di Eulero ( : N ( N può essere definito semplicemente ma astrattamente come sopra, dicendo che ((b) è l'ordine del gruppo delle unità di Zb (comprendendo come caso limite b = 1, per cui si pone ((1) = 1) ma lo si comprende assai meglio se si dice che ((b) è uguale al numero degli elementi del segmento iniziale (b che non hanno divisori comuni con b, ossia sono primi con b. Il suo calcolo effettivo diviene facile se si dimostra che per ((b) vale la seguente proprietà moltiplicativa: MCD(b,b') = 1 ( ((bb') = ((b)(((b'). Infatti allora, poiché manifestamente ((pm) = pm - pm-1 = pm-1(p-1) per un numero primo p (gli unici elementi di 
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 che hanno divisori comuni con pm sono i numeri naturali compresi in tale insieme che sono divisibili per p, e quindi:

p, 2p, 3p,..., pm-1(p), basta decomporre il numero b in prodotto di numeri primi, b = pmp'm'... per avere infine: ((b) = pm-1(p-1)pm'-1(p'-1)... . Per esempio:

((6) = ((2(3) = ((2)(((3) = (2-1)((3-1) = 2.]

La dimostrazione del teorema 1, unita al classico teorema di Lagrange sull'ordine di un sottogruppo di un gruppo finito, permette di arrivare a una conclusione che ci sembra interessante enunciare esplicitamente.

Teorema 2. Ferme restando le notazioni precedenti, x non ha antiperiodo rispetto ad n se e soltanto se MCD(n,b) = 1. In questo caso il periodo di x rispetto ad n ha lunghezza uguale all'ordine della classe di n nel gruppo delle unità dell'anello Zb. In particolare, la lunghezza del periodo in questione è un divisore di ((b), l'indicatore di Eulero del numero naturale b, ed è uguale a 1 se e soltanto se n è congruo a 1 modulo b.

Si comprende quindi la ragione della validità dell'esempio di cui al richiamato inciso negli esercizi: 
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, non hanno antiperiodo rispetto a 7 perché 6 e 7 sono primi tra loro, mentre ce l'hanno modulo 10, dal momento che 6 e 10 hanno il fattore 2 in comune.

Come applicazione dei risultati precedenti osserviamo che i numeri razionali di profondità 1 del tipo 

, con p numero primo, non hanno mai antiperiodo rispetto a una base numerica n, a meno che p non sia un divisore di n, nel qual caso allora sono quei numeri eccezionali che ammettono due rappresentazioni in serie, una delle quali definitivamente nulla. La lunghezza del relativo periodo è uguale all'ordine della classe di n nel campo di Galois Zp, ed è quindi un divisore di p-1.

Si può aggiungere che i risultati precedenti permettono di discutere ormai piuttosto agevolmente anche il caso d = MCD(n,b) > 1, cioè la presenza di un antiperiodo. Partiamo ancora da x = 

, supponendo però che sia n = dn', e

b = db', con d > 1 e uguale al massimo numero naturale per cui esistono due siffatte fattorizzazioni. Avremo allora nx = 

 = 

 = 

, dove b' < b, e n'a e b' sono ancora primi tra loro al pari di a e b. Osserviamo subito che può essere eventualmente b' = 1, vale a dire x = 

: in questo caso x sarebbe una di quelle frazioni eccezionali - rispetto alla base n - che ammettono una rappresentazione del tipo 

, per le quali l'antiperiodo ha manifestamente lunghezza uguale al minimo esponente per cui esiste una tale rappresentazione. Supponiamo dunque b' > 1: se n e b' sono primi tra loro, ricadiamo quasi nella situazione precedentemente esaminata. Infatti non è detto che resti valida la disuguaglianza nx < 1, comunque è chiaro che Mt(nx) non ha antiperiodo. Se n'a ( b', basta fare la divisione con resto n'a = qb' + r: se r = 0 si ritrova ancora il caso x = 
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, altrimenti ci si riconduce al numero razionale positivo 

, che non ha antiperiodo. Se n e b' non sono invece primi tra loro, d' = MCD(n,b') > 1, basterà iterare il ragionamento, scrivendo:

n = d'n'', b' = d'b'', n2x = 

 = 

 = 

, etc..

Il procedimento avrà certo termine, e il primo esponente k per cui si ottiene un denominatore primo con n (eventualmente 1) è proprio la lunghezza dell'antiperiodo cercato (e la lunghezza del periodo sarà uguale all'ordine di n rispetto a tale denominatore, quando non uguale a 1).

Forniamo per finire alcuni esempi di espansione decimale e binaria di inversi di numeri primi 
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 (diversi da 2 e da 5), invitando lo studente a verificare che le lunghezze dei periodi che si ottengono risultano effettivamente dei divisori di ((p) = p-1 (in qualche caso raggiungendo proprio il massimo possibile p-1). Tanto ci sembra possa bastare per concludere questa breve nota, che speriamo oltre che istruttiva anche in certa misura divertente.
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 = 0,33333... = 0,10(10(...

(lunghezza del periodo decimale 1 - in effetti 10 ( 1 mod 3; lunghezza del periodo binario 2: 22 ( 1 mod 3)

[Si noti che sarebbe ingenuo ritenere che il periodo binario debba essere il periodo decimale espresso nelle cifre 0 e 1! Semmai si potrebbe pensare di esprimere in forma binaria la frazione 
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, ma questa è lei stessa una serie: 
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 = 0,1001(1001(... . Si approfitti dell'occasione per comprendere che 
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 non si può esprimere con una serie definitivamente nulla in base 2, dal momento che non esistono numeri naturali m, n tali che 
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 = 
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 (10 contiene un fattore primo, il 5, che non divide il 3, perché 3 e 10 sono primi tra loro, e che non divide neppure il 2). Invece, viceversa, ogni numero razionale x che si può esprimere con una serie definitivamente nulla in base 2 è esprimibile con una serie dello stesso tipo in base 10. Infatti x = 
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 implica ovviamente: x = 
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 = 0,142857(142857(... = 0,001001(001001(...

(lunghezza del periodo decimale 6: in effetti 106 ( 1 mod 7 - l'identità

mp-1 ( 1 mod p, per ogni numero primo p ed ogni numero naturale m non divisibile per p, si dice anche "piccolo teorema di Fermat"; lunghezza del periodo binario 6, 26 ( 1 mod 7)
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 = 0,90(90(... = 0,1110100010(1110100010(...

(lunghezza del periodo decimale 2: 102 ( 1 mod 11; lunghezza del periodo binario 10)
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 = 0,769230(769230(... =

      = 0,110001001110(110001001110(...

(lunghezza del periodo decimale 6; lunghezza del periodo binario 12)
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 = 0,5882352941176470(5882352941176470(... =

      = 0,11110000(11110000(...

(lunghezza del periodo decimale 16; lunghezza del periodo binario 8)
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 = 0,526315789473684210(526315789473684210(... =

      = 0,100001101011110010(100001101011110010(...

(lunghezza del periodo decimale 18; lunghezza del periodo binario 18)
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 = 0,4347826086956521739130(4347826086956521739130(... =

      = 0,11011110100(11011110100(...

(lunghezza del periodo decimale 22; lunghezza del periodo binario 11)

[Non si creda che, a parte i "primi" casi eccezionali, la lunghezza del periodo decimale di 
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 sia sempre uguale a p-1: risulta per esempio 
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 = 0,027(027(...  = 
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