PAGE  
20

Capitolo X

Semigruppi e gruppi ordinati,

anelli e campi ordinati

Compatibilità tra un'operazione e una relazione
Abbiamo visto nel capitolo precedente come si risolva la questione della "compatibilità" tra due operazioni algebriche, invero in ruoli molto speciali (asimmetrici), per il semplice tramite della proprietà distributiva di un'operazione rispetto all'altra, ed è quest'unica proprietà che regola il passaggio da una struttura algebrica semplice alle più comunemente utilizzate strutture algebriche "complesse". Ci occuperemo in questo capitolo invece della compatibilità tra una singola operazione e una singola relazione, ovviamente sullo stesso insieme sostegno A; ovvero, ci proponiamo di analizzare quando, in presenza di una struttura algebrica semplice (A,(), e di un grafo (A,R), sia opportuno parlare di una nuova struttura "composta" (A,(,R), e non soltanto di due strutture semplici, nel loro rispettivo ambito di competenza. Si tratta in effetti, come si comprende subito, di un problema alquanto importante, perché un esempio notevole di "interazione" tra operazioni algebriche (somma o prodotto) e ordine lo si incontra subito nel caso dell'aritmetica, prima ordinaria poi transfinita; non solo, ma abbiamo già esaminato nel capitolo VII (considerazioni relative alla Fig. VII.18) il caso speciale della compatibilità tra una struttura algebrica e una relazione d'equivalenza. Affrontiamo quindi adesso la questione ponendoci in condizioni assolutamente generali, fedeli al principio che una comprensione più profonda dell'altrimenti eccessivamente variegata fenomenologia la si ottenga procedendo in senso top ( down, piuttosto che all'incontrario.

Siano dunque ( : A(A ( A un'operazione, e R : A ( P(A) una relazione, sul medesimo insieme A, assegnato il tutto peraltro in modo arbitrario. E' chiaro che, come nella citata Fig. VII.18, quello che bisogna indagare è il seguente naturale diagramma "aperto":

[image: image1.jpg]aa —2 34

Rle lR

PAXP(A) Pla)




(Fig. X.1)

e che tutto sta a vedere come lo si possa "chiudere".

Ci si avvede pertanto subito come il problema di trovare la definizione che stiamo cercando sia piuttosto simile a quello, già risolto nel capitolo III, di trovare la definizione di morfismo tra grafi, che, ricordiamolo, aveva a che fare con un analogo diagramma aperto (Fig. III.32), che qui riportiamo nuovamente per agevolare il confronto (a tale scopo il diagramma è stato "ruotato" di 90° in senso orario, e "ribaltato"):
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(Fig. X.2)

In quel caso si trattava di completare il diagramma con il morfismo f(, ma poi di scegliere successivamente non la condizione di commutatività f(oR = R'of, bensì la più debole (III.34). Nel presente caso c'è un analogo naturale del completamento con il morfismo f(, ed è quello con l'operazione ( che resta in modo immediato indotta da ( su P(A) secondo la seguente posizione:

(X.3) ( X, Y ( P(A), ((X,Y) = (z ( A (( x ( X, ( y ( Y tali che z = ((x,y)(,

o, in termini più sintetici:

(X.3') ( X, Y ( P(A), XY = (z = xy, ( x ( X, ( y ( Y(.

[Si noti che XY = ( ses X, o Y, o entrambi, sono l'insieme vuoto (la congiunzione "o" appare qui in funzione alternativa). Ciò può essere espresso dicendo che il vuoto funge da "zero" per la sas P(A) (si intende ovviamente che A sia una SAS, con il solito abuso di linguaggio), e che P(A) non ammette divisori di zero, ovvero elementi diversi da zero tali che il loro prodotto risulti però uguale a zero.]

In parole, XY non è altro che l'insieme costituito da tutti i possibili prodotti degli elementi di X per gli elementi di Y, ed è chiaro non solo che (P(A),() è una sas, ma che è un semigruppo se (e soltanto se) (A,() è un semigruppo (ma non è necessariamente un gruppo se (A,() è un gruppo; decidere se una certa proprietà di (A,() è "ereditabile" da (P(A),() è un problema che va risolto caso per caso). Ciò premesso, ecco il diagramma naturale che si presenta alla nostra attenzione:
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(Fig. X.4)

ed ecco una prima possibile definizione della ricercata compatibilità:

(X.5) R è compatibile con ( ses il diagramma X.4 è commutativo, ossia ses R è la componente insiemistica di un morfismo tra le due sas (A,() e (P(A),().

E' manifesto che la definizione precedente stabilisce che l'ordine naturale ( su N è compatibile con l'operazione di somma, ma è pure altrettanto manifesto che ( non sarebbe compatibile con l'operazione di prodotto! In effetti, se z ( x+y (qui i simboli rappresentano numeri naturali), è chiaro che ( x', y' ( N ( z = x'+y', ma non vale altrettanto per il prodotto. Infatti un numero primo p maggiore o uguale di un prodotto xy non si potrà in generale decomporre in un prodotto x'y' di due fattori rispettivamente maggiori o uguali di x e di y.

Insomma, se vogliamo una definizione più "ragionevole", ecco che dobbiamo rinunciare alla (X.5) (che comunque manterremo dicendo che in tale caso la relazione R è esattamente compatibile con l'operazione (; è chiaro per esempio che le due relazioni d'equivalenza banali, l'"identità" e quella con un unico blocco, sono sempre esattamente compatibili con qualsiasi operazione venga assegnata su un dato insieme A), e comportarci precisamente come nel caso dei morfismi tra grafi. Vale a dire, guidati dall'"esperienza" aritmetica, porremo:

(X.6) R è compatibile con ( ses, ( x, y ( A, risulta ((R(R(x,y)) ( R(((x,y)), ossia se, tutte le volte che x' ( R(x), e y' ( R(y), allora risulta anche

 x'y' ( R(xy).

La relazione d'ordine naturale soddisfa manifestamente la (X.6) nel caso del semigruppo (N,() (con la proposta terminologia, si deve riconoscere che, mentre la relazione d'ordine naturale in N è esattamente compatibile con la somma, essa è pure compatibile con il prodotto, ma non esattamente), sicché possiamo dichiarare in definitiva di avere risolto il problema generale che ci eravamo posto.

(X.7) Nota. E' facile rendersi conto che, così come nel caso dei morfismi tra grafi la condizione (III.34) non aveva a che fare con la possibilità di "abbassare" la corrispondenza f da A verso A' a una corrispondenza ( da P(A) verso P(A'):
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parimenti nel caso della compatibilità tra una relazione e un'operazione la condizione (X.6) non ha a che fare con quella che regola la possibilità di "abbassare" l'operazione ( da A(A verso A a un'operazione ( da P(A)(P(A) verso P(A):
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E' pure opportuno, per una più profonda comprensione dei fenomeni in esame, un confronto di quanto appena affermato con il caso di una relazione d'equivalenza, dove invece la compatibilità tra relazione e struttura algebrica veniva determinata proprio attraverso la possibilità di un tale abbassamento. Si osservi però che, nella circostanza illustrata dalla Fig. VII.18, non compariva l'intero insieme P(A), bensì soltanto un insieme quoziente P di A, e su questo non si verificava la possibilità di introdurre a priori un'operazione indotta da (, come invece accade per P(A). Se si va ad analizzare la situazione in ogni dettaglio, ci si avvede chiaramente che la definizione di compatibilità che avevamo dato allora è identica a quella che abbiamo dato adesso (compatibilità diciamo "semplice", e non "esatta"), ciò che viene determinato da un'altra particolarità presente in quel caso e non in quello generale: ossia, le due funzioni rappresentate nelle "colonne" del diagramma VII.18 erano suriettive, mentre non possono esserlo mai quelle del diagramma precedente (neanche se A = ()!

Non assegneremo un nome specifico agli oggetti (A,(,R) (comunque uno potrebbe essere "grafi algebrici"), ma osserviamo che essi costituiscono in ogni caso (gli oggetti di) una categoria 
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 assai vasta (cui pure non diamo "nome", perché non ci interesserà nella sua assoluta generalità), non appena definito, come c'è da aspettarsi, un morfismo ( tra due siffatte "strutture" come una terna ordinata ((A,(,R),(A',(',R'), f : A ( A') tale che ((A,(),(A',('), f : A ( A') sia un morfismo nella categoria 
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, e ((A,R),(A',R'), f : A ( A') un morfismo nella categoria 
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. E' evidente, in forza della definizione appena data, che la categoria 
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 in questione ammette non solo un naturale funtore dimenticante da 
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 a 
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, che la rende una categoria concreta, ma anche altri due funtori allo stesso modo "dimenticanti", da 
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 a 
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, e da 
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 a 
[image: image15.wmf]GRF

, tali ovviamente che la composizione con il successivo funtore dimenticante verso 
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 fornisce infine un unico funtore, che risulta il funtore "totalmente" dimenticante da 
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 a 
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, come nella seguente figura (dal palese significato):
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(Fig. X.8)

[Osserviamo ancora una volta che, in ordine all'idea generale di "grande" e "piccolo" che ci si può fare delle categorie in discorso, i loro oggetti costituiscono "classi" per le quali non è possibile introdurre un "confronto" che non conduca a risultati "paradossali", come abbiamo osservato per esempio nella nota (V.16), e che comunque tutti i funtori in gioco sono suriettivi (sugli oggetti), sicché si deve sempre immaginare una fibra non vuota collocata sopra ogni oggetto che si trova su una categoria situata a un livello inferiore di un'altra. Tale affermazione è ovvia per il funtore dimenticante che va dalla categoria dei grafi algebrici a 
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, in quanto sia la relazione identità, sia quella con un unico blocco, sono per esempio compatibili (anzi esattamente compatibili) con qualsiasi struttura algebrica (come abbiamo già notato). Meno evidente è la suriettività in parola per l'altro funtore dimenticante, a valori in 
[image: image21.wmf]GRF

, ma anche qui è sufficiente notare che, assegnato un qualsiasi grafo (A,R), la prima proiezione p : A(A ( A definisce su A una struttura algebrica (addirittura di semigruppo) che risulta compatibile (anche ora esattamente compatibile) con la relazione R, che è fissata peraltro in maniera arbitraria.]

Ciò premesso, ribadiamo che non studieremo tali nuovi enti se non quando R sia almeno una relazione di preordine (parziale), parlando allora di una struttura algebrica semplice parzialmente preordinata, che indicheremo sinteticamente con un simbolo del tipo (A,(,(). La (X.6) si potrà allora così riformulare, con evidente significato dei termini:

(X.9) ( x, x', y, y' ( A, (x ( x')((y ( y') ( x(y ( x'(y' ,

e questa a sua volta ammette una formulazione equivalente talora conveniente (omettiamo adesso il simbolo esplicito di prodotto):

(X.9') ( x, x', z ( A, (x ( x') ( (xz ( x'z)((zx ( zx'),

ovvero, come si dice, la relazione ( è invariante per moltiplicazioni destre e sinistre.

Che la (X.9') sia equivalente alla (X.9) è piuttosto chiaro. Infatti dalla prima segue manifestamente la seconda aggregando alla x ( x' la z ( z (valida in virtù della proprietà riflessiva), e quindi applicando la (X.9) sia alla coppia ordinata (x ( x')((z ( z), sia alla coppia ordinata (z ( z)((x ( x'). Viceversa, se vale la (X.9'), dalla (x ( x')((y ( y') possiamo dedurre manifestamente tanto xy ( x'y ("moltiplicando" la x ( x' a destra per y), quanto x'y ( x'y' (moltiplicando la

 y ( y' a sinistra per x'), e quindi xy ( x'y' per transitività, cvd.

Anche quella delle strutture algebriche semplici parzialmente preordinate è una categoria troppo vasta per le nostre future applicazioni, sicché ad essa non assegneremo alcuna sigla, passando direttamente alle strutture algebriche semplici ordinate, sigla 
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, e quindi in particolare semigruppi ordinati, sigla 
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, e gruppi ordinati, sigla 
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 (resta chiaro anche cosa indicheranno sigle del tipo 
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, 
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, etc.). Con ciò intendiamo uno dei nostri oggetti (A,(,R) appena definiti con la condizione che R sia una struttura d'ordine totale, sicché tanto (N,+,() quanto (N,(,() potranno dirsi infine semigruppi ordinati, allo stesso modo che (Z,+,() sarà pure un gruppo ordinato. Ma, si badi bene, la regola dei segni (VII.55) ha la conseguenza che (Z,+,() non possa considerarsi un semigruppo ordinato, poiché -1 ( 1, ma questa relazione non è invariante per moltiplicazione per -1: (-1)(-1) = 1 non è minore o uguale di

 (1)(-1) = -1!

Esempi di strutture algebriche semplici ordinate sono numerosissimi, alcuni ovviamente più "significativi" di altri. Dimostriamo che, in ogni caso, esiste una procedura che permette di trovarne infinite nuove a partire da alcune date. Vale infatti il seguente:

(X.10) Teorema. Se (A,(,() e (A',(',(') sono due sas ordinate, allora l'ordinamento lessicografico è compatibile con il prodotto cartesiano A(A' delle due sas (si rammenti il punto (VII.14)).

Dim. La dimostrazione non è altro che una verifica diretta dell'asserto, utile come esercizio per familiarizzarsi bene con l'ordinamento lessicografico. xxx. (
[Il teorema (X.10) si potrebbe enunciare in generale per un prodotto cartesiano infinito di sas, un'affermazione questa che richiede qualche precisazione definitoria, cui abbiamo già alluso qua e là nel corso del nostro studio, a partire dalla definizione di prodotto cartesiano di due insiemi, e di cui ci occuperemo nuovamente tra breve, quando presenteremo l'importante teorema di rappresentazione (o di immersione) di Hahn.]

Importante. Il prodotto cartesiano di cui al teorema precedente non è però in generale un prodotto cartesiano nella categoria 
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, nel senso che non soddisfa nella categoria specificata alla proprietà universale descritta dalla Fig. I.82, allo stesso modo che l'ordinamento lessicografico non individua un prodotto cartesiano nella categoria 
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. In effetti, se la proiezione sul primo fattore è un morfismo d'ordine, non è tale quella sul secondo fattore! (Si tratta del dilemma illustrato durante la presentazione del teorema III.72).

Semigruppi regolari ordinati

Introduciamo adesso un altro esempio esplicito di strutture algebriche ordinate, partendo dai due semigruppi unitari d'ordine 2 che abbiamo analizzato nel capitolo VII, vale a dire: (1,((, con (2 = 1, diciamo tale semigruppo S', oppure (2 = (, diciamo tale semigruppo S''. Ci sono solo due modi di ordinare totalmente S': o 1 < (, o ( < 1, ma nessuno dei due risulta compatibile con il prodotto. Infatti da 1 < ( si dovrebbe trarre ( ( (2 = 1, che non è vera, e lo stesso da ( < 1 si dovrebbe trarre (2 = 1 ( (, la quale pure contraddice l'ipotesi di partenza. Invece in S'' la 1 < ( è compatibile con l'operazione di semigruppo, perché ( ( (2 = ( è attualmente vera, e lo stesso per la ( < 1, dal momento che risulta anche (2 = ( ( (. Quindi, dette (1 e (2, rispettivamente, le due relazioni d'ordine in discorso, abbiamo due distinti semigruppi ordinati d'ordine 2 "sopra" S'', che possiamo indicare con i simboli non ambigui (S'',(1) e (S'',(2) (si noti che si tratta di due semigruppi ordinati non isomorfi, perché un isomorfismo di semigruppi deve fissare l'elemento neutro, e quindi un possibile isomorfismo del tipo indicato non potrebbe che coincidere con l'identità a livello insiemistico, e questa non mantiene gli ordini in esame).

L'analisi precedente, ancorché del tutto "banale", è istruttiva per almeno due aspetti. Primo, perché mostra che il caso dei gruppi è alquanto particolare; secondo, perché mostra come la (X.9) non si possa formulare con il simbolo "<" di disuguaglianza forte, ovvero che non risulta conseguenza necessaria delle attuali ipotesi il fatto che, dalla (x < x')((y < y'), o dalla (x < x')((y ( y'), o dalla (x ( x')((y < y') (che non è la stessa cosa della precedente nel caso non abeliano!), si possa dedurre xy < x'y'. E anche qui è opportuno distinguere: in effetti l'esempio precedente dimostra soltanto che (x < x')((y ( y') non implica di necessità xy < x'y' (dovendo certamente essere xy ( x'y', ma potendo appunto essere xy = x'y'; trattandosi di una struttura abeliana non c'è bisogno di analizzare anche il caso (x ( x')((y < y')). Per avere un caso in cui, nonostante (x < x')((y < y'), si abbia xy = x'y', bisogna andare a guardare per esempio al semigruppo (abeliano) che abbiamo chiamato (a'1-2) (ancora capitolo VII): S = (1,(,((, con ((( = (( = ()(((2 = (2 = (), ordinato mediante la relazione 1 < ( < (. E' facile verificare che tutte le volte che in questo semigruppo si ha x ( y, si ha pure xz ( yz (( x, y, z ( S), ma che (( < ()((( < () non implica (2 < (2.

E' chiaro che una simile "varietà" di casi possa dare qualche difficoltà, i quali però non si presentano più quando si abbia a che fare con semigruppi regolari, una famiglia che contiene quelle dei gruppi. Sussiste infatti il seguente:

(X.11) Teorema. Se S = (A,(,() è un semigruppo regolare ordinato, allora le tre condizioni:

(i) ( x, x', y, y' ( A, (x ( x')((y < y') ( xy < x'y';

(ii) ( x, x', y, y' ( A, (x < x')((y ( y') ( xy < x'y';

(iii) ( x, x', y, y' ( A, (x < x')((y < y') ( xy < x'y';

le quali sono manifestamente tali che, a priori, (i) ( (iii), e (ii) ( (iii), ma non viceversa, sono in effetti tutte e tre tra loro equivalenti e vere.

Dim. Dimostriamo prima di tutto l'equivalenza delle tre condizioni nel caso specificato. Se sappiamo che vale la (iii), allora partendo per esempio dalla

 (x ( x')((y < y') sappiamo che vale almeno necessariamente la xy ( x'y', e la disuguaglianza non può sussistere solo in senso debole, ovvero in essa non può valere l'uguale. Se fosse infatti x < x', l'uguale non potrebbe valere in forza della (iii). Se fosse x = x', l'uguale non potrebbe valere in forza della regolarità, perché xy = xy' implicherebbe y = y', che contraddice y < y'. Allo stesso modo si dimostra che (ii) e (iii) sono equivalenti, e così la prima parte del nostro asserto è dimostrata. Basta allora provare infine che in semigruppo regolare vale di necessità la (iii). Partiamo all'uopo dalla x < x', dalla quale possiamo dedurre

 xy < x'y (perché xy ( x'y perché abbiamo a che fare con un semigruppo ordinato, mentre xy = x'y non può essere per regolarità). In identica maniera si deduce x'y < x'y' a partire dalla y < y', sicché la conclusione discende dalla catena xy < x'y < x'y' per transitività. (
Dato il teorema (X.11), ecco che lo studio della categoria 
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 appare più agevole, e ad esso ci limiteremo d'ora in poi, supponendo anzi ben presto di avere a che fare soltanto con un prodotto commutativo, un caso palesemente ancora più semplice da discutere.

Bene. cominciamo con il provare che:

(X.12) Teorema. Se S = (A,(,() è un semigruppo regolare ordinato, ogni elemento di S diverso dall'eventuale elemento neutro è aperiodico.

Dim. Dato un elemento x di (del sostegno di) S, diverso dall'eventuale elemento neutro di S, consideriamone il quadrato x2. In forza delle considerazioni espresse nella nota che precede la Fig. VII.27, S non può possedere idempotenti non banali, sicché deve essere certamente x2 ( x. Essendo S totalmente ordinato, si hanno allora due sole possibilità: o x2 > x, o x2 < x. Moltiplicando ciascuna delle due disuguaglianze per x (a destra o a sinistra non ha importanza), e data la x ( x, da (X.11) si deduce che riuscirà x3 > x2 > x, oppure x3 < x2 < x, rispettivamente, il che prova l'asserto: due potenze di x non possono mai coincidere. (
[Un semigruppo si dirà periodico se ogni suo elemento è periodico, comprendendo in tale classe il semigruppo vuoto, e aperiodico se ogni suo elemento, diverso eventualmente dall'elemento neutro, è aperiodico, con la richiesta esplicita però che tali elementi aperiodici esistano effettivamente, di modo che le due totalità in oggetto siano di fatto disgiunte. Naturalmente, un semigruppo finito, a maggior ragione un gruppo finito, è sempre periodico, sicché aperiodico implica infinito. Però un gruppo può essere periodico anche nel caso infinito, come dimostrerà per esempio il caso del gruppo di tutte le radici dell'unità nel campo complesso (rammentiamo anche che un semigruppo regolare periodico, se non è il vuoto, è necessariamente un gruppo; cfr. la postilla che appare al termine della lunga nota successiva al teorema (VII.40)).]

Il teorema (X.12) ammette manifestamente il seguente:

(X.13) Corollario. A parte i casi banali di un sostegno che sia vuoto oppure sia un singleton, un semigruppo regolare ordinato è necessariamente infinito, e ogni suo sottosemigruppo ciclico <x>, dove x designa un elemento di S diverso dall'eventuale elemento neutro, è isomorfo al semigruppo (N,+).

E il seguente:

(X.14) Porisma. Ferme restando le notazioni precedenti, i sottosemigruppi ciclici <x> sono isomorfi, come semigruppi ordinati, o a (N,+,(), o a (N,+,(op), con l'ordinamento "opposto" dell'ordinamento naturale ( (nel primo caso x si dice un elemento positivo del semigruppo regolare ordinato, ossia x2 > x, nel secondo caso un elemento negativo, ossia x2 < x).

Dim. La dimostrazione dell'asserto è contenuta nella dimostrazione del teorema (X.12). (
[In generale, un semigruppo regolare ordinato S si dirà positivo (o totalmente positivo, se si vuole enfatizzare di più la circostanza), se tutti i suoi elementi sono positivi (si noti che un semigruppo regolare ordinato positivo non può essere unitario), e negativo se tutti i suoi elementi sono negativi. Saranno chiare allora anche denominazioni del tipo semigruppo regolare ordinato non negativo, e semigruppo regolare ordinato non positivo. Si noti bene che quelle che precedono sono nozioni che hanno senso soltanto rispetto a una data relazione d'ordine compatibile con una struttura algebrica, non sono cioè nozioni "puramente algebriche".]

Quanto precede consente di dire subito qualcosa di più sul caso speciale dei gruppi ordinati. Sia dunque (G,(,() uno di tali gruppi, e supponiamo che G non si riduca a un solo elemento; G risulta quindi aperiodico, a norma di (X.12), e in particolare infinito. All'interno di G sussiste una tricotomia, vale a dire un elemento x di G di necessità o è l'elemento neutro, o è positivo, o è negativo, e presentemente la congiunzione "o" assume un valore disgiuntivo. Un elemento x ( G risulta poi positivo ses x > 1 (dalla x ( 1 conseguirebbe x2 ( x), e anche ses il suo inverso x-1 è negativo (perché se fosse x-2 > x-1 assieme a x2 > x risulterebbe allora, da (X.11): x-2x2 = u > x-1x = u, ossia u > u, assurdo; qui u rappresenta evidentemente l'elemento neutro di G), con enunciato "duale" per gli elementi negativi. Ciò implica in particolare che ogni elemento positivo x è maggiore di un elemento negativo y (se fosse x ( y, poiché y < u, allora sarebbe x < u), che ogni elemento maggiore di un positivo è positivo, etc., tutte proprietà abbastanza facili da immaginare. Inoltre, risulta in maniera altrettanto evidente: x < y ( x-1 > y-1 (se fosse x-1 ( y-1 assieme a x < y, allora riuscirebbe anche xx-1 = u ( xy-1, e quindi uy = y ( xy-1y = x, assurdo).

In un gruppo ordinato G, diverso dall'identità (e quindi infinito, diremo anche "non banale"), esistono dunque tre insiemi non vuoti e disgiunti: POS(G), degli elementi positivi, NEG(G) = POS(G)-1 degli elementi negativi (POS(G)-1 indica la totalità degli inversi di POS(G); naturalmente risulta anche

 POS(G) = NEG(G)-1), e (u(, tali che:

(X.15) G = NEG(G)((u((POS(G)

è proprio una tripartizione di (del sostegno di) G.

[Si potrà brevemente scrivere G+ in luogo di POS(G), e G- in luogo di NEG(G), ma si faccia attenzione: 1 - a non confondere tale segno con un segno di operazione; 2 - che tale notazione ha senso soltanto con riferimento a una particolare struttura algebrica ordinata (non solo gruppi, ma anche semigruppi, come presto diremo) e non soltanto a un insieme; così, quando si scrive per esempio R+ si fa riferimento ai numeri reali positivi (scriveremmo invece 
[image: image30.wmf]+

0

R

 per i numeri reali positivi con l'aggiunta dello zero) rispetto al gruppo ordinato (R,+,() con l'ordinamento naturale, un riferimento che rimane sottinteso, ma se si prende per esempio (R+)+ ecco che bisogna specificare se si sta pensando a R+ come sostegno del gruppo abeliano ordinato (R+,(,() (nel qual caso (R+)+ = (insieme dei numeri reali maggiori di 1( = R>1, con simbolo che lascia meno adito a dubbi; ovviamente, l'ordinamento in discorso è sempre quello naturale), oppure al semigruppo abeliano pure ordinato (R+,+,() (nel qual caso (R+)+ = R+; (R+,+,() è cioè quello che abbiamo denominato un semigruppo totalmente positivo.)]

Dato un certo gruppo ordinato non banale G, appare naturale chiedersi adesso come sono fatti i sottoinsiemi G+ e G-, e si trova, come c'è da aspettarsi, che si tratta in effetti di sottosemigruppi di G. Per dimostrarlo, non si può procedere però al seguente modo: x2 > x e y2 > y ( x2y2 > xy (ancora da (X.11)), la quale implica a sua volta (xy)2 > xy, perché x2y2 = xxyy è sì maggiore di xy, ma non coincide necessariamente con (xy)2, che è uguale a xyxy, se G non è abeliano. Si può però ragionare così: la condizione x2 > x, nell'attuale caso di un gruppo, equivale come abbiamo visto alla x > u, sicché dalle due disuguaglianze x > u e y > u si trae in effetti xy > u (sempre per (X.11)). Lo stesso naturalmente per gli elementi negativi, cvd.

Le precedenti facili conclusioni non si possono raggiungere se si ha a che fare soltanto con un semigruppo regolare ordinato, sia per l'eventuale assenza dell'elemento neutro (che impedisce di stabilire per esempio l'equivalenza:

 x2 > x ( x > u), sia soprattutto per quella degli inversi. Si può però dimostrare lo stesso che:

(X.16) Teorema. Se S è un semigruppo regolare ordinato diverso dal vuoto (questo è il "caso banale" dei semigruppi ordinati), si può ancora decomporre S in un'unione di al massimo tre (e non meno di uno) sottosemigruppi non vuoti e a due a due disgiunti: NEG(S)((u((POS(S) (con manifesto significato dei simboli, per i quali possono usarsi anche le notazioni S+ e S-; se entrambi i sottosemigruppi S+ e S- non sono vuoti, S potrà dirsi misto), e ancora gli elementi positivi saranno maggiori dei negativi, ed eventualmente dell'unità, un elemento maggiore di un positivo sarà positivo, etc..

Dim. Cominciamo con il dimostrare che, nelle attuali ipotesi, detto x un qualsiasi elemento di S, risulta vero che (( x ( S):

- se ( y ( S ( xy > y, oppure yx > x, allora certo x2 > x, mentre viceversa:

- x2 > x ( (xy > y)((yx > y) (( y ( S)

(affermazioni "duali" si possono fare nel caso di un elemento x negativo). Dimostriamo per esempio che xy > y ( x2 > x (e si rammenti che non possiamo utilizzare né gli inversi né l'elemento neutro). Se fosse invece x2 ( x, allora si avrebbe anche x2y ( xy, la quale sarebbe incompatibile con la x2y > xy, che viene implicata dalla xy > y. Viceversa, se x2 > x, non può essere xy ( y, perché la prima disuguaglianza implica x2y > xy, mentre la seconda implica x2y ( xy, due relazioni ancora tra di loro incompatibili. Siamo in grado di provare adesso che risulta: (x2 > x)((y2 > y) ( (xy)2 > xy. Infatti risulta xy > y, perché x è positivo, quindi deve essere xyx > yx (in forza di (X.11)), ed anche xyx > x, poiché yx > x (usando stavolta del fatto che y è positivo). Dalla xyx > x si può infine dedurre xyxy = (xy)2 > xy ancora per (X.11). Proviamo poi che, se esiste l'unità u, risulta: (x2 > x) ( (x > u) (se fosse x ( u, allora si avrebbe:

 x2 ( ux = x), mentre viceversa (x > u) ( (x2 > x) (se fosse x2 ( x, dalla u < x, e dalla solita (X.11), si avrebbe x2u < xx = x2, assurda). Concludiamo provando che: (x2 > x)((y2 < y) ( x > y. In effetti, se fosse x ( y, si avrebbe yx ( y2, mentre, essendo x positivo, si avrebbe pure yx > y > y2, e quindi in definitiva:

y2 ( yx > y > y2, che è assurda. (
La discussione precedente fa capire subito che, come abbiamo annunciato, è opportuno ridurre rapidamente la nostra investigazione, se non vogliamo entrare in aspetti piuttosto difficili da trattare, al caso dei semigruppi regolari ordinati abeliani (per i quali useremo quindi spesso la notazione additiva), ovvero al caso della categoria 
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, e della sua sottocategoria notevole 
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. Si tratta certamente di una riduzione drastica dal punto di vista della generalità, però bisogna tenere conto del fatto che: 1 - l'eventuale incontro con strutture ordinate non commutative avviene assai più in là rispetto al livello "fondamentale" che in questi Elementi... andiamo illustrando; 2 - in ogni caso tutti i gruppi sostegno (additivo) di strutture algebriche "complesse" quali anelli e campi sono abeliani, ed è sull'ordinamento di tali gruppi abeliani che fonderemo poi l'ordinamento di anelli (ancora commutativi, ad evitare complicazioni) e campi, che è uno degli scopi principali che ci proponiamo in questo capitolo.

Semigruppi regolari abeliani ordinati

Cominciamo osservando che l'ipotesi indicata nel titolo riduce anche la complessità puramente algebrica della situazione, dato il teorema (VII.48), secondo il quale un semigruppo regolare abeliano S si può pensare sempre come sottosemigruppo di un gruppo G pure abeliano. Anzi, se il gruppo G in questione risulta ordinato, ecco che S eredita da G una struttura di semigruppo ordinato, mentre viceversa sussiste il seguente:

(X.17) Teorema. Se S è un semigruppo regolare abeliano ordinato, allora il suo simmetrizzato 
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 eredita da S una struttura d'ordine compatibile con la propria struttura algebrica, e quindi si può dire che 
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 risulta un gruppo abeliano ordinato, di cui S è un sottosemigruppo ordinato.

Dim. xxx. (
Ciò premesso, torniamo alla questione dei gruppi (abeliani, e diversi dal gruppo "zero") ordinati, e quindi alla tripartizione (X.15). Detto G uno di tali gruppi, sappiamo che S = G+ risulta un sottosemigruppo di G, ovvero che la somma di due elementi positivi di G è ancora un elemento positivo di G, che la stessa circostanza vale per G- = -G+ = -S (una situazione che rimane del tutto chiara quando la si vada ad esemplificare con il caso del gruppo ordinato abeliano, per di più additivamente scritto, (Z,+), per il quale risulta Z+ = N), e che sussiste la tricotomia (X.15): G = -S((0((S. Bene, tale circostanza si presta anche a fornire una diversa introduzione del concetto di gruppo abeliano ordinato, che si dimostra facilmente essere equivalente a quella da noi proposta.

(X.18) Teorema. Se viceversa, dato un qualsiasi gruppo abeliano (G,+) diverso da zero, esiste un suo sottosemigruppo S tale che -S((0((S sia una tripartizione di G, allora è possibile introdurre un ordinamento totale ( in G tale che (G,+,() sia un gruppo ordinato, e S coincida con il sottosemigruppo degli elementi positivi di G, S = G+ (S si dice talora un ordine di G, ma noi preferiremo il termine: ordinatore di G).

[Si noti bene che quella di "ordinatore" di un gruppo abeliano G è, al contrario di alcune di quelle introdotte in precedenza, una nozione puramente algebrica, ancorché collegata con la teoria dell'ordine, come dice la parola stessa.]

Dim. E' chiaro che la relazione d'ordine indotta dalla "tricotomia" di cui in premessa va definita al seguente modo: ( x, y ( G, x < y ( y-x ( S. Bisogna far vedere che, nelle attuali ipotesi, si tratta esattamente di una relazione d'ordine totale su G, la quale è compatibile con la struttura algebrica del gruppo. xxx . (
E' chiaro adesso che, se S è un ordinatore di un gruppo abeliano G (necessariamente infinito), allora tale è pure -S, corrispondentemente alla circostanza che la trasformazione x [image: image35.png]


 -x è sempre un automorfismo nella categoria 
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 (in generale non necessariamente diverso dall'identità; però,

 x = -x implica 2x = 0, e quindi, se x ( 0, x sarebbe un elemento di G periodico non banale, impossibile nel caso attuale). Inoltre, se ( è la relazione d'ordine indotta da S su G, quella indotta da -S su G coincide con l'opposta di (, come dire pure che in ogni gruppo ordinabile (con il che intendiamo, a parte il gruppo zero, un gruppo in cui esistono dei sottosemigruppi ordinatori, ovvero un gruppo che ammette qualche ordinamento), esistono almeno due ordinamenti, seppure tra loro "isomorfi" (nel senso che esiste un automorfismo del gruppo, cioè nella categoria 
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, che porta l'uno nell'altro; con riferimento invece alla categoria 
[image: image38.wmf]ABO

, si tratta manifestamente di quello che abbiamo detto nel capitolo III un anti-isomorfismo). [Si osservi che, nel caso non abeliano, la corrispondenza x[image: image39.png]


 x-1 non è un morfismo nella categoria 
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, ma solo quello che abbiamo detto nel capitolo VII un anti-omomorfismo. Si noti anche bene la distinzione importante che esiste tra i due concetti di ordinato e di ordinabile. Un gruppo ordinabile (e parliamo sempre per ora del solo caso abeliano) sta nella categoria 
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 (e sarà interessante andare a scoprire di quali gruppi si tratta effettivamente), mentre un gruppo ordinato sta nella categoria 
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. Un gruppo ordinabile potrebbe avere poi diversi ordinamenti non isomorfi, tutte questioni interessanti per un "algebrista", e su cui ritorneremo in seguito.]
Notiamo ancora che, se S è un sottosemigruppo ordinatore di un gruppo abeliano G, allora S eredita una struttura di semigruppo ordinato (positivo) dalla sua immersione in G, pensato G come gruppo ordinato a norma di (X.18), ossia che si può pensare univocamente ad S come a un semigruppo ordinato. Ci si può chiedere allora come si possa caratterizzare algebricamente tale relazione d'ordine su S, ossia rispondere alla domanda: quando sarà x ( y, rispetto alla detta relazione d'ordine, per due elementi x, y di S? (ripetiamo che nel presente caso è la struttura algebrica che implica quella d'ordine). Ponendoci in G, riuscirà: x ( y ( y-x ( S, ovvero x ( y ses quell'unico elemento z di G tale che y = x+z risulta addirittura un elemento di S. In altre parole, la relazione d'ordine in oggetto, diciamola R, è tale che, ( x ( S:

(X.19) R(x) = (x(((x+P) ,

e si comprende immediatamente come, viceversa:

(X.20) Teorema. Un semigruppo regolare abeliano S è un ordinatore della sua simmetrizzazione 
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 se (e soltanto se) la relazione R : S ( P(S) definita dalla (X.19) risulta una relazione d'ordine totale su S.

Possiamo ulteriormente illustrare in modo suggestivo la fenomenologia in esame introducendo una nuova nozione, quella di differenziabilità. Precisamente, un semigruppo regolare abeliano ordinato positivo S si dirà differenziabile se soddisfa alla seguente condizione:

(X.21) ( x, y ( S, x < y ( ( z ( S ( y = x + z

(è ovvio viceversa che, se y = x + z, allora, essendo S positivo, risulta y > x).

In altre parole, un semigruppo diciamo tout court positivo è differenziabile se in esso esiste un'operazione di differenza parziale, limitatamente alle coppie ordinate di elementi (y,x) di S(S tali che y > x (proprio come accade, ed è chiaro che questo è l'esempio ispiratore della definizione, nel caso dei numeri naturali N, sottinteso, rispetto alla struttura additiva; (N,(,() invece non è palesemente differenziabile!). E' ovvio infatti che l'elemento z di cui alla (X.21), il quale è manifestamente unico (per regolarità), può dirsi il risultato della differenza di y con x, z = y-x, dove, si noti bene, il segno "-" nell'ultima identità designa attualmente un'operazione, e non un opposto. Vale a dire, z = y-x non significa affatto z = y+(-x), perché in S non esiste alcun opposto di x (non può esistere nelle ipotesi attuali; rammentiamo che S è stato supposto positivo, in particolare che S non contiene un elemento neutro).

Le osservazioni precedenti possono allora riformularsi al seguente modo:

(X.22) Teorema. Se S è un semigruppo regolare abeliano che risulta un ordinatore della sua simmetrizzazione 
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, allora il sottosemigruppo ordinato (S,+,() del gruppo ordinato (
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,+,(), dove ( è precisamente la relazione d'ordine indotta su 
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 da S, è un semigruppo differenziabile. Viceversa, se un semigruppo regolare ordinato positivo (S,+,() è differenziabile, il semigruppo (S,+) è un ordinatore della sua simmetrizzazione (
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,+).

Come dire, i due concetti di semigruppo ordinatore e di semigruppo differenziabile (ma si faccia bene attenzione alla circostanza che nel secondo caso la terminologia sottintende che si tratti di un semigruppo ordinato, ossia il confronto si svolge a livelli categoriali diversi) coincidono sostanzialmente.

(X.23) Nota. Tutto ciò permette di specificare l'interpretazione più corretta che, almeno nel caso abeliano, si potrebbe dare a quel termine di mezzogruppo che avevamo introdotto di sfuggita nel capitolo VII (vedi in particolare la nota successiva al punto (VII.54)). Precisamente, si potrebbe dire che un certo semigruppo regolare abeliano (non vuoto e non unitario) S è un mezzogruppo ses il suo simmetrizzato 
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 si ottiene da S aggiungendogli esattamente l'elemento neutro e l'opposto di ogni suo elemento, ovvero se l'unione (con palese significato dei termini): 
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 = -S((0((S risulta una tripartizione di 
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. (Ribadiamo che un mezzogruppo non solo non può essere un gruppo, ma non può essere neppure unitario.) Vale a dire, il concetto di mezzogruppo andrebbe a coincidere così esattamente con quello precedente di semigruppo ordinatore.

Gruppi abeliani ordinati e gruppi archimedei

La teoria dei gruppi abeliani ordinati, ancorché presenti risvolti interessanti, e a tutt'oggi in parte sconosciuti, resta comunque "limitata" nei suoi aspetti teoretici fondamentali in virtù di due teoremi importanti. Il primo riguarda la questione cui avevamo dianzi accennato, di stabilire chi sia l'immagine in Ob(
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) degli oggetti di 
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 tramite il funtore dimenticante 
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 ( 
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, ossia, di determinare quali sono quei gruppi abeliani che abbiamo detto ordinabili (una questione che è quindi puramente algebrica). Tanto per dire, sappiamo già da quanto precede che un gruppo finito non è ordinabile, a meno che non sia lo zero, e che neppure è ordinabile un gruppo che contenga qualche elemento periodico non banale. Bene, si può dimostrare che, viceversa, tale condizione è pure sufficiente per l'ordinabilità:

(X.24) Teorema (di F.W. Levi). [Friedrich Wilhelm Daniel Levi, 1888-1966, matematico "minore" tedesco, che ha lavorato a lungo anche in India; ha pubblicato il presente teorema nel 1913.] Ogni gruppo abeliano aperiodico è ordinabile.

Premettiamo alla dimostrazione di (X.24) il seguente:

(X.25) Lemma. Un eventuale ordinatore di un gruppo aperiodico (G,+) è certamente un sottosemigruppo non unitario massimale, e viceversa ogni sottosemigruppo non unitario massimale di (G,+) è un ordinatore di G.

Dim. La parte diretta dell'affermazione è ovvia, perché un elemento x ( G, se non appartiene a S, e non è zero, è l'opposto di un elemento di S, e quindi il sottosemigruppo di G generato da S e da x (vale a dire, si rammenti quanto se ne dice nel capitolo VII, il minimo sottosemigruppo di G che contiene S e x, ossia: <S,x> = S(<x>((s+nx, ( n ( N() deve contenere lo zero, e quindi non è più unitario. Supponiamo quindi che S sia un sottosemigruppo non unitario massimale di G. Dobbiamo dimostrare che, per ( x ( G, risulta

 x ( S ( -x ( S. E in effetti dalla x ( S deduciamo che il sottosemigruppo <S,x>, che contiene propriamente S, deve contenere lo zero, e poiché G è aperiodico, e S non è unitario, lo 0 deve trovarsi necessariamente nell'insieme (s+nx(, vale a dire che:  ( s' ( S, ( n' ( N ( s'+n'x = 0. Analogamente, se anche -x ( S:  ( s'' ( S, ( n'' ( N ( s''-n''x = 0, e quindi, con ovvi passaggi:

n''s'+n''n'x = 0, n's''-n'n''x = 0, d'onde, sommando le due identità così ottenute:

n''s'+n's'' = 0, che è assurda perché il LHS dell'ultima relazione è un elemento di S, e S non contiene per ipotesi lo 0. (
L'asserto (X.24) segue adesso abbastanza facilmente da (X.25).

Dim. Sia dunque (G,+) un gruppo abeliano aperiodico. Ogni elemento x di G genera un sottosemigruppo ciclico <x> di G che è isomorfo a (N,+), in particolare è un sottosemigruppo non unitario di G. La totalità non vuota di tali sottosemigruppi è ordinata per inclusione, ed è manifestamente induttiva (se K è una catena di siffatti sottosemigruppi di G, l'unione di tutti gli elementi di K è un sottosemigruppo non unitario di G - il vuoto se la catena è vuota! - che costituisce un limite superiore per gli elementi di K). Quindi, per il lemma di Zorn (III.A.10), tale totalità ammette degli elementi massimali, e ciascuno di questi è un ordinatore di G in forza del lemma precedente, cvd. (
[Si noti che la precedente dimostrazione è, come si dice, non costruttiva; facendo ricorso al lemma di Zorn, si limita infatti ad assicurare l'esistenza di un simile ordinatore, senza indicare alcuna via per una sua "concreta" individuazione, dal che una serie di possibili specificazioni restrittive del concetto generale di ordinabilità.]

Il teorema (X.24) ammette palesemente il seguente:

(X.26) Corollario. Ogni semigruppo regolare abeliano aperiodico è ordinabile.

(Basta osservare che un semigruppo regolare abeliano è aperiodico ses è tale il suo simmetrizzato.)

Il secondo teorema che abbiamo annunciato (Teorema di Hahn) [Hans Hahn, 1879-1934, matematico austriaco famoso per i suoi studi di analisi funzionale, ha pubblicato questo teorema nel 1907.] è più profondo e difficile, e ci limitiamo quindi ad enunciarlo: ogni gruppo abeliano ordinato è isomorfo (nella categoria 
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) a un sottogruppo di un prodotto cartesiano ristretto di fattori tutti uguali a (R,+,(), il gruppo additivo dei numeri reali con l'ordinamento naturale (ribadiamo, un prodotto non necessariamente finito, ma ristretto, nel senso che abbiamo specificato nel capitolo VII; quindi, in effetti, trattandosi di strutture commutative, un coprodotto, o ancora, data la notazione additiva, una somma diretta). L'ordine del prodotto cartesiano in parola è quello definito dall'ordinamento lessicografico (si rammenti (X.10)). In particolare, ogni semigruppo regolare abeliano ordinato è isomorfo a un sottosemigruppo di un tale prodotto cartesiano ristretto.

[E qui è d'uopo una precisazione definitiva sul concetto di prodotto cartesiano, che si aggiunge ad altre analoghe considerazioni sparse un po' qui e un po' là nei precedenti capitoli. Abbiamo visto (appendice al capitolo III) che l'operazione di prodotto cartesiano si effettua precisamente su una "famiglia"

 F: I ( P(A) di sottoinsiemi di un dato insieme A, e conduce a un insieme che abbiamo indicato con il simbolo ((F). Un caso particolare di tale costruzione è quello in cui si abbia a che fare con un unico fattore A, ossia con la funzione costante che ad ogni elemento (indice) i ( I associa l'insieme A ( P(A). Si scrive allora AI in luogo di ((F), e si ritrova così la notazione esponenziale che abbiamo detto essere un modo sintetico per indicare l'insieme funzionale H(I,A) (si intende, naturalmente, quando come adesso non ci sono ulteriori specificazioni, che ci si riferisca alla categoria degli insiemi). Un ulteriore caso particolare è quello che conduce all'insieme Ak, per ( k ( N0, che va considerato un'abbreviazione del simbolo 
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, il che spiega il perché della sostituzione dell'insieme che dovrebbe comunque stare all'esponente del prodotto cartesiano con un numero. Ma appunto qui cominciano i "problemi", perché (k è il sostegno naturale di un insieme bene ordinato, e tale circostanza ha le sue conseguenze in ordine all'"informazione" che ci viene fornita dall'insieme Ak (tanto è vero che gli elementi di Ak sono stati chiamati k-ple ordinate di elementi di k). In altre parole, questo insieme ha qualche forma di "struttura" che gli proviene da quella dell'esponente. Per cercare di capire meglio torniamo al caso generale, di una qualsiasi famiglia F: I ( P(A). Se l'insieme degli indici I è un "semplice" insieme, avremo a che fare con un semplice prodotto cartesiano ((F), e quindi in particolare con un semplice insieme del tipo AI. Se I è invece il sostegno di un insieme bene ordinato, ovvero se è dato in realtà un ibo (I,(), allora possiamo parlare di un "nuovo" prodotto cartesiano, che potremo anche dire prodotto cartesiano ordinato, e che potremo indicare per esempio con il simbolo ((F,() (una notazione più precisa che poi però, per abuso di simbolismo, si omette abitualmente; si noti bene che il termine "ordinato" non allude a nessun ordinamento del sostegno del prodotto cartesiano in parola, ma, ripetiamo, soltanto a quello del relativo insieme degli indici!), inteso potremmo dire come la coppia ordinata:

((F) = (insieme prodotto cartesiano ordinario, struttura d'ordine ( sull'insieme degli indici). Insomma, Ak viene in realtà comunemente a essere inteso come un prodotto cartesiano ordinato, ovvero come la coppia ordinata (
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,(), ( designando qui la relazione d'ordine naturale sull'insieme degli indici (k che compare ad esponente. Tali considerazioni permettono anche di rispondere alla legittima domanda: quando si scrive Ak, di quale tipo di "numero" si tratta? Di un numero cardinale o di un numero ordinale? Quando ci si trova nel caso finito si potrebbe pensare a una "questione di lana caprina", perché cardinali finiti e ordinali finiti coincidono "sostanzialmente", ma ecco che, secondo quanto abbiamo appena specificato, se si intende che k sia un numero cardinale allora si vuol fare riferimento al solo insieme 
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, mentre se si intende che k sia un numero ordinale allora si vuol fare riferimento alla coppia ordinata (
[image: image59.wmf]k

A

s

,(), cioè a un prodotto cartesiano ordinato. Se si passa al caso infinito, la differenza comincia a essere piuttosto notevole. Se ci troviamo di fronte a una scrittura del tipo 
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, dove ( sia un dato arbitrario numero cardinale, allora essa può essere considerata tanto un'abbreviazione per l'insieme AB, dove B sia un rappresentante particolare del cardinale in parola, quanto un'espressione con cui ci si vuole riferire all'intera classe di insiemi (tra loro equipotenti) del tipo AB, dove B sia un qualsiasi rappresentante del cardinale (. Se scriviamo invece 
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, dove ( designa un numero ordinale, allora dobbiamo intendere o una semplice abbreviazione per il prodotto cartesiano ordinato (AB,(), dove B sia il sostegno di un ibo rappresentante l'ordinale (, e ( la relativa struttura d'ordine, oppure la classe di tutti i siffatti "oggetti", al variare di (B,() tra i rappresentanti di (. Ripetiamo, nel caso infinito le notazioni stesse costringono ad evitare una possibile "confusione", nel caso finito, quando come rappresentante del "numero" k venga prescelto proprio (k, un segmento iniziale di N0, ecco che c'è spazio per qualche ambiguità.] [Qui si potrebbe aprire un'ulteriore ampia discussione sulla possibilità di operare sempre comunque una scelta canonica di un ibo che rappresenti un fissato ordinale (, e si potrebbe per esempio prendere per rappresentare ( proprio il segmento iniziale semi-aperto superiormente [0,([ di Ord, oppure procedere in qualche altro modo che eviti critiche sotto il profilo "fondazionale". Una questione la presente a cui possiamo solo accennare, e che si ricollega ai tentativi, a parere nostro anti-intuitivi, di fondare la stessa aritmetica sul solo concetto di insieme e di insieme vuoto, ponendo 0 = (; 1 = (((; 2 = ((,(((( = ((,1( = 1((1(; 3 = ((,(((,((,((((( = ((,1,2( =  = 2((2(, etc., per cui, automaticamente, l'ordine naturale 0 < 1 < 2 < 3 < ...  si riduce all'inclusione insiemistica 0 ( 1 ( 2 ( 3 (i numeri sono insiemi!), e risulta anche: 0 ( 1 ( 2 ( 3; si riveda pure il punto (I.3).]
Sperando di essere stati sufficientemente chiari nell'illustrare un punto che è sempre causa di qualche difficoltà concettuale per l'esordiente (e non solo), è chiaro che nel teorema di Hahn si ha a che fare con (sottoinsiemi di) prodotti ordinati del tipo R(, per qualche ordinale (, perché altrimenti non ha senso la nozione di ordinamento lessicografico. Se invece l'esponente è appunto un ordinale, e B è un ibo suo rappresentante, ecco che nell'insieme di funzioni RB possiamo introdurre un ordinamento (totale) nel seguente modo: ( f, g ( RB,

 f < g significa in primis che f ( g, e quindi che l'insieme X degli elementi x ( B per i quali f(x) ( g(x) è non vuoto, in secundis che, se si prende il primo elemento di X nel buon ordinamento fissato per B, risulta f(x) < g(x). Si tratta in effetti di nozioni che diventano tutte molto semplici quando si abbia a che fare con i consueti casi particolari "semplici" di un esponente finito, oppure uguale ad (0 (l'ordinale corrispondente all'ibo N con l'ordinamento naturale), ma che richiedono maggiore attenzione nel caso generale (si noti che essa è richiesta anche nel caso di un esponente numerabile, ma avente un buon ordinamento diverso da quello naturale).

[Può essere forse interessante osservare esplicitamente che Rm e Rn (m, n due numeri naturali distinti) non sono isomorfi nella categoria degli insiemi totalmente ordinati, quando si introduca in essi l'ordinamento lessicografico, una struttura che il precedente teorema segnala come importante. Tale conoscenza si unisce invero ad altre analoghe: sappiamo infatti dall'aritmetica transfinita di Cantor che Rm e Rn sono isomorfi nella categoria degli insiemi, mentre sappiamo dalla teoria della dimensione che essi non sono isomorfi né nella categoria degli spazi vettoriali reali, né in quella degli spazi topologici (si tratta in quest'ultimo caso di un notevole e difficile teorema di Brouwer, che chiarisce il concetto di dimensione da un punto di vista topologico; ci si riferisce qui ovviamente alla topologia "naturale" sugli insiemi oggetto della nostra attenzione, vale a dire la topologia prodotto, un concetto al quale dedicheremo ovviamente maggiore attenzione in seguito). Ci si può chiedere anche se (Rm,+) e (Rn,+), come semplici gruppi abeliani, siano isomorfi o no nella relativa categoria, e la risposta stavolta è positiva: sì, essi sono isomorfi, basta riguardarli come spazi vettoriali sul campo dei numeri razionali Q per scoprire che hanno la stessa dimensione, la potenza del continuo (sempre per considerazioni di aritmetica transfinita), e quindi sono isomorfe codeste strutture di spazio vettoriale, ergo a maggior ragione quelle di gruppo abeliano. Diamo un rapido cenno, che potrà essere integralmente compreso solo procedendo con lo studio, alla dimostrazione che Rm e Rn con l'ordinamento lessicografico non sono isomorfi (nella categoria dell'ordine), se m e n sono numeri naturali, m ( n. La prima cosa da osservare è che R non è isomorfo a Rn, se n > 1. Infatti, un eventuale isomorfismo tra le strutture d'ordine in parola dovrebbe corrispondere anche a un isomorfismo delle strutture topologiche indotte dai rispettivi ordinamenti, ma R è uno spazio connesso (oppure, ha una base numerabile), mentre Rn non lo è (palesemente non ha una base numerabile). Precisiamo che tale argomentazione, che conduce al riconoscimento che gli enti in parola non sono isomorfi dal punto di vista della topologia, non si può estendere al caso di due esponenti m, n in generale, supponiamo per esempio 1 < m < n. Invero Rm e Rn risultano adesso topologicamente isomorfi (come si dice con una sola parola: omeomorfi), e ciò si comprende qualora si osservi che le componenti connesse dei due spazi in questione sono tutte omeomorfe ad R, e che entrambi gli spazi sono costituiti dall'unione disgiunta di un'infinità continua di esse (si pensi in Rm al sottospazio S delle m-ple che hanno l'ultima componente uguale a 0; è chiaro che esso risulta omeomorfo ad Rm-1, e che la topologia in esso indotta dalla topologia ambiente è la cosiddetta topologia discreta, vale a dire quella tale che ogni sottoinsieme dello spazio topologico è aperto - ovviamente, tale uso dell'aggettivo "discreto" non ha nulla, o poco, a che vedere con quello che abbiamo precedentemente in questo capitolo preso in considerazione). Ciò premesso, se è pur vero che Rm e Rn sono omeomorfi (ricordiamo che siamo nel caso 1 < m < n), essi non possono essere però isomorfi come strutture d'ordine. Un eventuale isomorfismo d'ordine ( tra le due strutture in oggetto deve essere infatti in ogni caso anche un isomorfismo topologico, sicché le componenti connesse dei due spazi debbono corrispondersi a due a due in maniera omeomorfa. Allo stesso modo, il sottospazio S di Rm dianzi introdotto deve essere omeomorfo a un sottospazio S' di Rn che di S condivide la proprietà di unisecare le dette componenti connesse ("rette verticali"), e di avere la topologia discreta, sicché la proiezione di S' sul sottospazio T di Rn che fa in esso le veci di S deve essere ancora un omeomorfismo. Anzi, per come sono messe le cose, tale omeomorfismo risulta indotto da un isomorfismo d'ordine (si incontra qui la circostanza che, se (A,R) e (A',R') sono diciamo due ilo, e si introduce nel prodotto cartesiano A(A' l'ordinamento lessicografico, allora si ottiene ancora un ilo tale che la prima proiezione A(A' ( A "è" un morfismo d'ordine, mentre la seconda A(A' ( A' in generale non lo è; inoltre, che l'isomorfismo canonico Rn-1(R ( Rn, con manifesto significato dei simboli e dei termini, risulta un isomorfismo d'ordine, quando si considerino negli insiemi in parola i rispettivi naturali ordinamenti lessicografici). Insomma, dall'isomorfismo d'ordine ( se ne deriverebbe un altro della stessa natura tra S e T, ovvero tra Rm-1 e Rn-1 (sempre con l'ordinamento lessicografico), il che è assurdo perché così proseguendo si arriverebbe infine a un isomorfismo d'ordine tra R e Rk, con k > 1, che abbiamo già convenuto non esistere.]
Terminiamo questo paragrafo dando qualche informazione ulteriore sui gruppi abeliani ordinati. Dato il teorema di Hahn, è chiaro che il caso dei sottogruppi di (R,+,(), quei gruppi abeliani ordinati tali cioè che il prodotto cartesiano in parola si riduca a una sola componente, è particolarmente notevole. Si tratta manifestamente di gruppi che ereditano da (R,+) una delle sue proprietà più caratteristiche, che ritroveremo nel seguito negli studi di geometria, e che viene enunciata di solito (per un generico gruppo abeliano ordinato (G,+,() di questo tipo) al seguente modo:

(X.27) (Postulato di Eudosso-Archimede).

 ( x, y ( G, 0 < x < y ( ( n ( N ( nx > y.

(Ovvero, come si dice popolarmente, "a quattrino a quattrino si supera lo zecchino".)

E' chiaro in effetti il significato della condizione (X.27), [La quale si ritrova in Analisi matematica nel riconoscimento che la successione dei numeri naturali 1,2,3,... è divergente, allo stesso modo che la successione dei relativi inversi, 1,
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,... è infinitesima; vale anche a dire che, ( ( ( R>0, ( n ( N ( 
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 < (.] che è goduta da un punto di vista "intuitivo" non solo (come vedremo) da grandezze geometriche quali i segmenti della retta, ma anche da semigruppi (regolari abeliani) ordinati quali è (N,+,(); ovvero, la si ritrova a fondamento tanto della geometria quanto dell'aritmetica, i due pilastri sui quali si costruisce secondo noi l'intero edificio matematico. L'esigenza di fare in modo che anche (N,+,() possa dirsi archimedeo, come si dicono i gruppi soddisfacenti alla (X.27), pone qualche problema di definizione (per il momento solo i gruppi possono soddisfare alla (X.27); si noti che il gruppo zero può dirsi anch'esso soddisfacente alla condizione in parola, e quindi archimedeo, in quanto Pos((0() = (, e non essendoci elementi per i quali la circostanza specificata deve essere valida, ecco che allora essa si deve considerare soddisfatta) a cui presto porremo rimedio. Vogliamo prima di tutto osservare però che:

(X.28) Così come esistono (relativamente "pochi") gruppi archimedei, esistono anche ("molti") gruppi non archimedei, il più semplice dei quali è naturalmente lo stesso (R2,+,(), con l'ordinamento lessicografico. [Infatti, l'elemento (0,1) è certo positivo, (0,1) > (0,0), alla stessa stregua di (1,0), e pur risultando

 (0,1) < (1,0), nessun multiplo di (0,1) riesce a superare (1,0), ovvero:

( n ( N ( n(0,1) = (0,n) < (1,0).] Un altro esempio interessante di gruppo ordinato non archimedeo è costituito dal gruppo additivo sostegno dell'anello dei polinomi R[x], nel quale può introdursi una relazione d'ordine compatibile con la struttura algebrica semplicemente dicendo che un polinomio non nullo è positivo ses il suo coefficiente direttore è positivo. E' chiaro allora che 1 < x, perché x-1 è positivo, e che ogni multiplo di 1, ossia ogni numero naturale n, non potrà mai essere maggiore di x, perché x-n è sempre comunque positivo.

(X.29) Se, come abbiamo detto, i gruppi per cui la "rappresentazione di Hahn" si può risolvere con un solo fattore sono sempre archimedei, non è così ovvio a priori che sussista anche il viceversa, ossia che basti la sola condizione di archimedeicità per assicurare che un dato gruppo (abeliano) ordinato sia isomorfo (d'ordine) a un sottogruppo di (R,+,(). Ciò è per fortuna assicurato da un teorema di Hölder, [Otto Ludwig Hölder, 1859-1937, matematico tedesco che fu professore a Göttingen e a Tübingen, rimane noto principalmente per i suoi studi sulla teoria dei gruppi.] il cui enunciato si estende anche fino a comprendere il caso di gruppi per i quali non si fa alcuna ipotesi di commutatività (si riconosce che essi devono essere comunque commutativi a posteriori), ma pure su tale questione dobbiamo limitarci a questi pochi cenni.

(X.30) Nota. Del teorema di rappresentazione di Hahn esiste un semplice "prototipo" puramente algebrico, cui accenniamo sia perché ci permette di fare conoscenza con una classe di gruppi (e di semigruppi) con cui avremo a che fare quando inizieremo lo studio della geometria, sia perché esso permette una nuova interessante dimostrazione del teorema di Levi (X.24). Continuando per semplicità a rimanere nel caso di un semigruppo regolare abeliano S additivamente scritto, S si dirà divisibile se l'equazione nx = a, nell'incognita x, e per ( n ( N, ( a ( S, ammette una soluzione (la "divisibilità" è una delle caratteristiche essenziali dei segmenti della retta). E' chiaro che se S è aperiodico allora esiste una sola soluzione dell'equazione in parola, la quale si può indicare con l'espressione 
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a, e che esistono gruppi divisibili che non sono però aperiodici (le già menzionate radici dell'unità nel campo complesso). Come dire che, nelle attuali ipotesi, S è sede di un'azione naturale Q>0(S ( S, che diventa, nel caso di un gruppo G, un'ordinaria azione Q(G ( G, la quale definisce in G una struttura di spazio vettoriale su Q. Come dire pure che i gruppi aperiodici e divisibili sono tutti e soli i gruppi abeliani sostegno di uno spazio vettoriale sul campo dei numeri razionali. Bene, è chiaro che esistono gruppi aperiodici che non sono divisibili, come per esempio Z, ma è abbastanza facile dimostrare che ogni gruppo aperiodico si può immergere in un gruppo divisibile, una costruzione che lo studente potrà comprendere bene dopo aver studiato in qualche corso o testo più avanzato il concetto di prodotto tensoriale tra due moduli M' e M'' su un anello (commutativo) A, in simboli M'(AM''. Infatti, essendo i gruppi abeliani in modo naturale degli Z-moduli, un gruppo abeliano G si può immergere fedelmente, tramite il morfismo x [image: image66.png]


 x(1, nel gruppo divisibile G(ZQ. Si tratta infatti certamente di uno Z-modulo, e quindi sostanzialmente di un gruppo abeliano, che è facile vedere ammette una struttura naturale di Q-spazio vettoriale (nel caso generale, ovvero a prescindere dall'ipotesi che G sia aperiodico, la totalità degli elementi periodici di G costituisce un sottogruppo di G, che si indica con il simbolo Tor(G) - la parte di torsione di G - e il morfismo G ( G(ZQ ammette come nucleo esattamente Tor(G); una circostanza che si esprime, tramite il linguaggio delle successioni esatte che introdurremo nei capitoli dedicati all'algebra lineare, mediante la successione esatta 0 ( Tor(G) ( G ( G(ZQ). Ciò premesso, tenuto conto del teorema che ogni spazio vettoriale ammette una base (un teorema ancora non effettivo, in cui si deve utilizzare l'assioma della scelta!), ecco dimostrato che ogni gruppo abeliano aperiodico si può immergere (in un gruppo divisibile e quindi) in un gruppo prodotto cartesiano di copie di Q, un'affermazione che appunto "assomiglia" al teorema di Hahn (ma lì si trattava dei reali, e di strutture e morfismi d'ordine!). Da ciò deriva subito, come annunciato, il teorema di Levi, poiché un simile prodotto cartesiano è certamente ordinabile, per esempio attraverso l'ordinamento lessicografico.

Semigruppi archimedei

Torniamo piuttosto sul problema definitorio di cui dicevamo poc'anzi: quando un semigruppo ordinato S potrà dirsi archimedeo? (Le specificazioni regolare abeliano, e anche ordinato, saranno comprese d'ora in avanti nel termine archimedeo; si noti che nulla osta però a che si possa studiare pure il caso dei semigruppi archimedei non abeliani, regolare ordinato resta comunque ancora sottinteso.) E' chiaro che se S è positivo (o non negativo) non c'è alcun problema, così come non c'è alcun problema quando S sia negativo (o non positivo), bastando allora invertire il verso della (X.27):

(X.31) ( x, y ( S = S-, y < x ( ( n ( N ( nx < y

(se S contiene l'elemento neutro, basta precisare che si prendono in considerazione solo elementi del semigruppo diversi da tale elemento neutro)

con la conseguenza che, come ci si deve aspettare, se G è un gruppo archimedeo, allora G+ e G- sono semigruppi archimedei, e naturalmente viceversa (si rammenti che G+ e G- sono isomorfi in 
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, mentre sono anti-isomorfi in 
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). Ma se S è un semigruppo del tipo che abbiamo detto "misto"? Ecco che saremo costretti allora a distinguere tra semigruppi positivamente archimedei, negativamente archimedei, ed archimedei tout court (i quali risultano tanto positivamente quanto negativamente archimedei), con ovvio (si spera) significato dei termini. Ciò che conta è comprendere piuttosto come sia possibile che un semigruppo abbia per esempio la parte positiva non archimedea e la parte negativa archimedea, come dimostra il semigruppo S costituito dalla totalità di tutti i polinomi del tipo ax+b, con a ( N0, e b ( Z, un cui elemento viene detto positivo o se il grado del polinomio è 1 e il suo coefficiente direttore a è positivo, o se il grado è zero, e il "termine noto" b è positivo (si rammenti (X.28)). E' chiaro che S è un semigruppo regolare abeliano unitario rispetto all'operazione di somma, e che l'ordinamento specificato è compatibile con la struttura algebrica di S; inoltre, che la parte positiva di S è non archimedea, mentre la parte negativa di S (che è "sostanzialmente" -N), è archimedea.

Naturalmente, in virtù di quanto abbiamo detto in precedenza, un semigruppo regolare abeliano ordinato che sia isomorfo (d'ordine) a un sottosemigruppo del gruppo (R,+,() è necessariamente archimedeo, ma non è vero il viceversa, come si verificava nel caso del teorema di Hölder. Si tratta di questioni non facili da indagare, così come non è facile indagare in generale come è fatto un semigruppo archimedeo. [Per qualche informazione al riguardo rimandiamo al testo citato alla fine del presente capitolo.] Qui osserviamo soltanto che non appare immediato neppure nei casi più "semplici" andare a verificare se il simmetrizzato di un siffatto semigruppo è archimedeo oppure no (se lo fosse, allora il semigruppo sarebbe certamente isomorfo a un sottosemigruppo di (R,+,()). Si prendano per esempio i due semigruppi ordinati (N,+,() e (N,(,(), con l'ordinamento naturale. Sono certo entrambi archimedei, ma mentre la circostanza che (Z,+,(), il simmetrizzato del primo, è archimedeo è subito dimostrabile, l'analoga dimostrazione per il gruppo (Q>0,(,(), che è il simmetrizzato del secondo, è più difficile. Bisogna dimostrare infatti che, comunque dati due numeri razionali 1 < 
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(a, b, c, d ( N), allora ( n ( N tale che (
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, e come lo si fa? Appare necessario fare ricorso alla struttura additiva di Q, cioè:

1 - scrivere a = b + k, per qualche k ( N (questa, che abbiamo chiamato differenziabilità, è una proprietà "forte" dell'ordinamento di N rispetto all'operazione di somma; non è verificata per l'operazione di prodotto!);

2 - usare la formula del binomio per l'espansione di (b+k)n, quindi operare la divisione per bn, e ridursi infine a: (
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)n = 1 + n
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 + etc. (termini tutti comunque positivi);

3 - trarre la conclusione dal fatto che il semigruppo additivo (Q>0,+,() è archimedeo, e quindi che n
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 diverge, al crescere di n...

[Anche (N,(,() è comunque un semigruppo archimedeo di quelli che sono isomorfi a un sottosemigruppo di (R,+,(). Soccorre qui la funzione logaritmo (in qualsiasi base, noi utilizzeremo il simbolo log, che si riferisce alla base "e", ossia ai logaritmi cosiddetti neperiani), che stabilisce un isomorfismo (algebrico e d'ordine, cioè in 
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) tra i due gruppi abeliani ordinati (R+,(,() e (R,+,(), sicché uno dei semigruppi che andiamo cercando è, dal punto di vista insiemistico: (log(1), log(2), log(3), ...(. Abbiamo usato l'articolo indeterminativo perché un tale semigruppo non è necessariamente unico, e anzi certo non lo è; esistono in (R,+,() tante copie isomorfe (in 
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) del semigruppo in parola, per esempio: (rlog(1), rlog(2), rlog(3), ...(, per ogni numero reale r positivo, in corrispondenza alla famiglia di automorfismi x [image: image78.png]


 rx di (R,+,() (nella categoria 
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; agli automorfismi delle più importanti strutture numeriche avremo modo di dedicare ancora qualche commento in questo stesso capitolo). Si tratta in effetti di tutti modi di rappresentare (N,() in (R,+) usando logaritmi con base diversa da e. In fine di nota val forse la pena di osservare esplicitamente che mentre (R+,(,() e (R,+,() sono isomorfi in 
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, e quindi a maggior ragione in 
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, (Q+,() e (Q,+) non sono isomorfi neppure in 
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 (allo stesso modo che, come già notammo nel capitolo VII, non sono isomorfi in 
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 i tre semigruppi (N,(), (N,+), (N0,+)). Il fatto è che (Q+,() è isomorfo al gruppo abeliano libero generato dai numeri primi (un concetto su cui torneremo anche nel presente capitolo), mentre (Q,+) non è affatto "libero". Più specificamente, se f : (Q+,() ( (Q,+) fosse un isomorfismo del tipo richiesto, dati due qualsiasi numeri primi p, q, i loro trasformati f(p), f(q) sarebbero due numeri razionali diversi da zero, diciamoli 
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 rispettivamente, e allora esisterebbero due numeri interi non nulli (eventualmente relativi) m, n tali che m
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 = n
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 (basta prendere m = bc, n = da). Da qui conseguirebbe, applicando f-1, pm = qn, ciò che è impossibile nelle attuali condizioni.]

Un esempio esplicito di semigruppo archimedeo positivo S tale che il suo simmetrizzato 
[image: image88.wmf]S

 non è archimedeo (e quindi S non è isomorfo a un sottosemigruppo di (R,+,()). Si ponga S = N(N per quanto riguarda la struttura algebrica di S, e si ordini il semigruppo S rispetto all'ordinamento lessicografico (cfr. (X.10)). E' palese che si ha a che fare con un semigruppo regolare abeliano ordinato positivo, nel quale vale il postulato di Eudosso-Archimede (infatti (x,y) < (a,b), con ovvio significato dei simboli, sussiste se x < a, oppure se x = a e y < b, e in entrambi i casi un conveniente multiplo n(x,y) = (nx,ny) del primo elemento supera il secondo), ma la sua simmetrizzazione, che è chiaramente isomorfa a Z(Z, ancora con l'ordinamento lessicografico, non è un gruppo archimedeo (si rammenti quanto detto dianzi a proposito della non archimedeicità del gruppo (R2,+,(); il caso attuale è, per ciò che ci interessa, sostanzialmente identico).

Semigruppi regolari abeliani discreti

Manifestamente, l'esempio paradigmatico di "semigruppo ordinatore", ovvero di mezzogruppo, è N, ed abbiamo già osservato (cfr. la citata nota successiva al punto (VII.54)) che N contiene dei sottosemigruppi propri S che hanno "lo stesso" simmetrizzato Z di N, [Precisiamo che tale espressione va intesa nel senso che l'inclusione canonica di S in N induce un isomorfismo tra 
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 e 
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, e non che 
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 e 
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 sono isomorfi in 
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! Per esempio, il sottosemigruppo P di N costituito dai soli numeri naturali pari, (2,4,6,...( è tale che 
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 è di fatto isomorfo a Z, ma l'inclusione canonica P [image: image95.jpg]


 N non induce un isomorfismo tra 
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 e Z. L'immagine di 
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 in Z tramite tale corrispondenza risulta ovviamente il sottogruppo di Z costituito da tutti i numeri interi relativi pari, (...,-2,0,2,4,...(.] e che non sono quindi dei mezzigruppi (se lo fossero, dovrebbe essere

 S = POS(
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), ma 
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 è "uguale" a Z, e POS(Z) = N, cioè, S = N, e qui l'uguaglianza è "autentica"). Rammentiamo che basta prendere per esempio il complementare CN((k) in N di un qualsiasi segmento iniziale (k, ( k ( N, ovvero l'insieme dei numeri naturali del tipo (k+1,k+2,...(, che indicheremo sinteticamente con il simbolo C(k). E' chiaro che si tratta di sottosemigruppi di N tali che il loro simmetrizzato "coincide" con Z, e che non sono allora, per quanto appena detto, mezzigruppi. Esistono invece dei sottosemigruppi di N che sono dei mezzigruppi, per esempio proprio quel P di cui dicevamo poc'anzi, ed ecco che la questione relativa alla determinazione di tutti i sottosemigruppi di N appare interessante per un "algebrista", ancorché, come dovremo renderci conto presto, non è semplice, e presenta almeno in parte, per quanto sappiamo, degli aspetti ancora oggi sconosciuti (tutto il contrario di quella relativa alla determinazione di tutti i sottogruppi di Z, che abbiamo risolto nel capitolo VII).

Prima di dare qualche notizia sui risultati più immediatamente accessibili di tale investigazione, mettiamoci nel contesto generale indicato dal titolo del presente paragrafo, vale a dire affrontiamo inizialmente lo studio di tutti i semigruppi regolari abeliani discreti, cioè dei semigruppi regolari abeliani ordinati (specificazioni d'ora in poi sottintese, anche se, come si diceva prima nel caso dell'archimedeicità, lo studio del caso non abeliano appare pure legittimo e interessante) tali che la relativa struttura d'ordine individui un ilo discreto ai sensi della definizione (III.75) (e continuiamo pure a supporre che il semigruppo sia infinito, il caso finito essendo banale, riducendosi al solo caso del semigruppo consistente del solo elemento neutro).

Osserviamo prima di tutto che un semigruppo discreto è senz'altro archimedeo, perché se per esempio, dati certi elementi positivi x, y di S, risulta x < y, allora non può essere nx < y per ogni numero naturale n, poiché gli elementi nx sono in numero infinito (nelle attuali ipotesi S è aperiodico), ed anzi tali che x < 2x < 3x < ..., sicché se fosse sempre nx < y ecco che avremmo infiniti elementi tra x e y. (Ne consegue che per esempio il semigruppo S di cui abbiamo detto in precedenza, S = (ax+b, ( a ( N0, ( b ( Z(, è sì numerabile, ma non è discreto, non essendo archimedeo.)

Detto adesso S uno dei semigruppi oggetto della nostra attuale attenzione (per il quale useremo in questa prima fase la notazione moltiplicativa, perché il semigruppo (N,(,() è uno dei semigruppi importanti del tipo che esamineremo), è chiaro prima di tutto che:

(X.32) Teorema. (S+,() (ossia, con esclusivo riferimento alla struttura d'ordine, e quindi al teorema (III.76)) è isomorfo a (N,() (un'affermazione analoga si può fare per (S-,()).

Dim. Sia infatti x un arbitrario elemento di S+, e supponiamo che x non sia il primo elemento di S. Esisterà allora un elemento y ( S+ tale che y < x, e nel presente contesto deve anche risultare: y < x < xy < x2 (si rammenti la dimostrazione di (X.16)). Se neanche y è il primo elemento di S, allora ( z ( S tale che z < y < x, e quindi: x < xz < xy < x2 . Il procedimento deve avere comunque termine (S+ soddisfa quindi, come si dice, alla condizione della catena discendente, in sigla DCC, descending chain condition; per S- si parlerebbe invece della ACC, ascending chain condition), perché altrimenti si troverebbero infiniti elementi tra x e x2, ciò che è impossibile in virtù dell'ipotesi che S è discreto. (
L'analisi in corso risulta ancor meglio chiarita dal seguente:

(X.33) Teorema. Un qualsiasi semigruppo discreto S che non sia un gruppo non può mai essere "misto", ossia non può contenere al tempo stesso elementi positivi e elementi negativi; vale ancora a dire, o S è non negativo, o S è non positivo (la congiunzione "o" appare qui in funzione disgiuntiva).

Dim. Sia dunque S un siffatto semigruppo, e supponiamo che in esso esistano sia elementi positivi x, sia elementi negativi y. Proveremo che allora S contiene certamente l'elemento neutro, e poi che, per ( s ( S, S contiene anche l'inverso s-1. Siano infatti x il minimo elemento positivo di S, e y il massimo elemento negativo di S. Se facciamo il prodotto yx, esso non può essere positivo, perché comunque yx < x, e x è il minimo elemento positivo, allo stesso modo che non può essere negativo, perché y < yx (si rammenti sempre la dimostrazione del teorema (X.16)). Ne consegue che yx deve essere necessariamente l'elemento neutro di S, diciamolo u, il che prova la prima delle nostre asserzioni. Sappiamo quindi per il momento che S contiene u, che u = xy, e quindi che S contiene l'inverso del suo minimo elemento positivo, e del suo massimo elemento negativo (i quali si corrispondono dunque reciprocamente in questo modo). Bene, sia per assurdo s il minimo elemento positivo di S privo di inverso in S. Risulterà allora certamente u < x < s, e poiché x-1 = y ( S, allora anche sx-1 sarà un elemento di S, ed anzi u < sx-1 < s. Dato il carattere minimale di s, sx-1 deve essere dotato di inverso in S, diciamolo z, sicché z(sx-1) = u, la quale prova che s è invertibile (il suo inverso è appunto zx-1), contro l'ipotesi da cui si era partiti. Analogamente si ragiona sulla parte negativa di S, il che prova infine l'asserto.(
(X.34) Nota. Fin qui, a parte ovviamente il caso dei gruppi, c'è stata in effetti una predominanza di semigruppi ordinati del tipo che abbiamo detto "non misto", e non abbiamo mai incontrato un esempio di semigruppo ordinato misto "proprio". Inutile è naturalmente cercarli in (Z,+,(), in forza del teorema precedente, ma ecco che se ne trovano per esempio numerosi in (R,+,() il gruppo ordinato dei numeri reali (e quindi si tratterà pure di semigruppi archimedei). Esempio: nel gruppo Z[
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] si consideri il semigruppo S generato da -1 e 
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,

 S = <-1,
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> = -N( N
[image: image103.wmf]2

((-m+n
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, ( m, n ( N(. E' chiaro che S è un sottosemigruppo non unitario di Z[
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] (poiché 
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 è un numero irrazionale, e non può quindi mai essere espresso come rapporto di due numeri naturali, vale a dire anche, -m+n
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 è sempre diverso da zero, per ogni valore ammissibile di m e n), e che quindi S non è un sottogruppo di Z[
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]; inoltre, che S contiene elementi sia positivi che negativi. E' interessante osservare che S è archimedeo, numerabile, e non divisibile, ma non è discreto (in ogni "intorno" dello 0 in R cadono infiniti elementi di S: infatti il numero irrazionale 
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 si potrà approssimare quanto si vuole con un numero razionale positivo 
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, rapporto di due numeri naturali, sia per eccesso, sia per difetto, ovvero, con le notazione consuete dell'Analisi matematica, ( ( ( R, ( > 0, si possono determinare m, n ( N tali che ( > 
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 - 
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 > 0, oppure 0 < 
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 - 
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Proviamo poi che sussiste il seguente:

(X.35) Teorema. (Z,+,() è l'unico gruppo infinito discreto (a meno ovviamente di isomorfismi nella categoria 
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, non solo in 
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; non c'è neppure bisogno di un passaggio all'ordinamento opposto, perché (Z,+,() e (Z,+,(op), come abbiamo più volte notato, sono a loro volta isomorfi in 
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). (N,+,() è l'unico (a meno di isomorfismi in 
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) semigruppo discreto positivo differenziabile.

Dim. xxx . (
[Si può dimostrare inoltre che (Z,+,() è in effetti anche l'unico gruppo archimedeo infinito differenziabile, la cui parte positiva soddisfi la DCC (la cui parte negativa soddisfi la ACC), un'asserzione che non richiede neppure la commutatività a priori del gruppo G, una volta che si intenda la differenziabilità nel seguente modo: per ( a, b ( G+, tali che a < b, allora

 ( x, y ( G+ ( b = ax = ya, mentre l'analoga proprietà sussiste per coppie di elementi negativi (vedi anche la successiva nota (X.49)). Allo stesso modo, il solito semigruppo (N,+,() è l'unico semigruppo archimedeo positivo differenziabile che soddisfi la DCC. Per questi risultati si veda la fonte citata alla fine del capitolo.]

Chiediamoci adesso come è fatto il simmetrizzato 
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 di un semigruppo discreto S (si badi bene, pensato 
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 come gruppo abeliano ordinato rispetto all'ordinamento indotto da quello di S, e non unicamente come gruppo abeliano). E' chiaro che 
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 non è necessariamente un gruppo discreto, nel qual caso 
[image: image122.wmf]S

 sarebbe allora necessariamente isomorfo a Z, in virtù del teorema (X.33). Basta infatti prendere (N,(,(), con il solito ordinamento naturale, per avere un caso in cui il simmetrizzato non è manifestamente discreto (tra due numeri razionali positivi x < y se ne possono sempre interporre infiniti, come mostra la catena: x < ... < x + 
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 < y). In (N,(,(), che è un semigruppo unitario discreto non negativo, ci sono naturalmente molti altri sottosemigruppi (unitari e non) tali che il loro simmetrizzato non sia discreto, basta prendere per esempio il sottosemigruppo S generato da 2 e da 3, (2,3,4,6,9,12,...(, vale a dire la totalità di tutti i numeri naturali del tipo x = 2m3n (( m, n ( N0, con m, n non entrambi nulli), cioè di tutti i numeri naturali che ammettono come fattori primi unicamente il 2 o il 3. [Ricordiamo che si scrive sinteticamente S = <2,3>, un simbolo talora "ambiguo", in quanto sottintende sia il riferimento al semigruppo "ambiente", sia se si tratti di un semigruppo unitario oppure no. Si può considerare infatti anche il sottosemigruppo unitario generato da 2 e da 3 in (N,(), che si ottiene dal precedente aggiungendovi l'unità, e consiste di tutti i numeri naturali del tipo x = 2m3n, ( m, n ( N0.]
Acclarato ciò, approfondiamo la conoscenza con la fenomenologia in discussione osservando che non solo il simmetrizzato 
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 di un semigruppo discreto S non è necessariamente discreto, ma non è neppure necessariamente archimedeo (e quindi, in un caso come questo, a maggior ragione non sarà neppure discreto). Di conseguenza, un siffatto semigruppo non sarà neppure isomorfo a un sottosemigruppo di (R,+,(), perché se lo fosse allora il suo simmetrizzato sarebbe isomorfo a un sottogruppo di (R,+,(), e i sottogruppi in oggetto sono tutti archimedei. In ogni caso S, a norma del teorema di Hahn, sarà isomorfo a un sottosemigruppo della somma diretta di un certo "numero" di copie di (R,+,(), non solo, ma sempre in forza del teorema citato, potremo asserire che 
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 è archimedeo ses S è isomorfo a un sottosemigruppo di (R,+,(). Un esplicito esempio del tipo richiesto lo si costruisce facilmente nel seguente modo, a partire dal semigruppo N(N che abbiamo in precedenza utilizzato (nell'esempio fornito appena prima della nota (X.31)). N(N non è in effetti un semigruppo discreto, però contiene numerosi sottosemigruppi discreti che non sono isomorfi a sottosemigruppi di (R,+,(). Infatti, all'interno di N(N, si considerino i due elementi ("vettori") v = (1,1) e w = (1,2), di guisa che <v,w> = (mv+nw, ( m, n ( N0, m, n non entrambi nulli( viene a essere rappresentato da tutti e soli i "punti" cerchiati nella figura:
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(Fig. X.36)

E' quindi manifesto che S è un semigruppo discreto, avendo come riferimento l'ordinamento lessicografico (nella figura l'ordinamento si legge dal basso verso l'alto, e da sinistra verso destra), ma il suo simmetrizzato 
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 non è archimedeo: basta invero notare che 
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 deve contenere tutti i punti che nella figura sono stati contrassegnati con un quadrato, e cioè (oltre a (0,0)) (0,1), (0,2), etc., i quali risultano tutti positivi in Z(Z, e di conseguenza in 
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, ma nessun multiplo positivo di uno di essi può superare per esempio v. Come dire ancora, che risulta per esempio (0,1) < v, ma n(0,1) = (0,n) < v per ( n ( N, cvd.

[L'occasione si presta a una precisazione, atta a distinguere una volta di più tra fenomeni che riguardano la pura situazione algebrica, e fenomeni che coinvolgono invece anche la struttura d'ordine. Pensiamo per esempio a un qualsiasi semigruppo discreto positivo S. Dal punto di vista della struttura algebrica (cioè di (S,()), esso è necessariamente un'immagine omomorfa di un sottosemigruppo S# di (N,(), in altre parole, è un semigruppo quoziente di S#. Infatti, possiamo considerare il primo elemento s1 di S (sappiamo, a norma del teorema (X.32), che S dal punto di vista dell'ordine è addirittura un ibo), e se S consiste di tutte e sole le potenze di s1, diremo che (s1( è il sistema minimale di generatori di S, S = <s1>. In caso contrario, possiamo introdurre il primo elemento s2 di S, s2 > s1, che non coincide con una di tali potenze, e introdurre il sottosemigruppo <s1,s2>. Di nuovo, o S = <s1,s2>, oppure esiste in S un primo elemento s3 che non appartiene a <s1,s2>, e così via, fino a incontrare due casi. O il sistema minimale di generatori di S è finito, (s1,...,sk(, e S si dice allora finitamente generato, oppure il sistema minimale di generatori di S è infinito, in ogni caso certamente numerabile, (s1,s2,...( (dal momento che il sostegno di S è comunque numerabile; tale secondo caso si presenta effettivamente proprio per (N,(), il cui sistema minimale di generatori è esattamente (1,2,3,5,...(, dove nella successione si susseguono, a parte l'unità, tutti i numeri primi; la circostanza che siamo qui nel caso di un semigruppo discreto unitario, non negativo, è abbastanza irrilevante). Nel primo caso, si consideri in (N,() il sottosemigruppo S# generato dai primi k numeri primi p1,...,pk (ma non farebbe alcuna differenza se si considerasse un sottosemigruppo generato da k numeri primi qualsiasi distinti); si ottiene un morfismo del tipo richiesto da S# ad S mandando p1 in s1, p2 in s2, e così via. Il trasformato mediante il morfismo in parola di un qualsiasi numero naturale n si ottiene utilizzando la decomposizione canonica di n in un prodotto di numeri primi, che è, come abbiamo visto nel capitolo IX, univocamente determinato da n, a meno dell'ordine (si noti che, con la nomenclatura ormai a disposizione, ciò si può esprimere anche dicendo che il semigruppo (N,() è isomorfo al prodotto cartesiano ristretto, ossia a una somma diretta, di un'infinità numerabile di copie di (N0,+)). Se S non è finitamente generato, basta porre S# = N-(1(, e ripetere il medesimo ragionamento (ma si potrebbe anche prendere come S# un sottosemigruppo di (N,() generato da una qualsiasi infinità numerabile di numeri primi). Si osservi che, tanto nel primo caso quanto nel secondo, non è detto che S sia isomorfo a S#: questo è in effetti il semigruppo libero generato dai suoi generatori, mentre S potrebbe non essere libero, ovvero i suoi elementi essere vincolati da relazioni che in (N,() non esistono. Si noti pure che tali considerazioni permettono di concepire (N,() come un analogo del semigruppo delle parole W(A) in un'infinità numerabile di generatori, con la differenza che in questo secondo semigruppo si ha a che fare con una struttura non commutativa (disposizioni), mentre nel primo con una struttura commutativa (combinazioni). Aggiungiamo adesso al discorso le strutture d'ordine, quella naturale in N e quella assegnata in S. Supposto anche che il morfismo precedentemente costruito, di cui diremo f la componente insiemistica, sia un isomorfismo, deve accadere necessariamente che esso sia pure un morfismo d'ordine? Nell'esempio di cui alla Fig. X.36, (v,w) è il sistema minimale di generatori di S (usando le parentesi tonde in luogo delle graffe vogliamo sottolineare il fatto che possiamo in realtà considerare tale sistema come un insieme ordinato), sicché risulta S# = <2,3>, e f(2) = v, f(3) = w. Che questo isomorfismo non sia un isomorfismo d'ordine viene provato per esempio dalla circostanza che risulta 2532 = 288 < 2234 = 324, mentre f(288) = 5v+2w = (7,9) non è affatto minore di f(324) = 2v+4w = (6,10), bensì maggiore. Si potrebbe pensare di sostituire a 2 e 3 una qualsiasi altra coppia di primi distinti, p, q, con p < q, e porre f(p) = v, f(q) = w, ma la conclusione rimane inalterata: S non potrà mai essere isomorfo in 
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 a un sottosemigruppo di (N,(), perché tali semigruppi hanno un simmetrizzato archimedeo, mentre il simmetrizzato di S non è archimedeo.]

Riassumendo, i semigruppi discreti S si ripartiscono in tre distinte famiglie (ovviamente non vuote, e disgiunte): 1 - quelli tali che il simmetrizzato 
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 sia anch'esso discreto (essi sono sostanzialmente, cioè a meno di isomorfismi, i sottosemigruppi di (Z,+,(), con il solito ordinamento naturale; si noti che la notazione diventa adesso additiva); 2 - quelli tali che il simmetrizzato 
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 non sia discreto, ma sia archimedeo, e sono sostanzialmente i sottosemigruppi discreti di (R,+,() [In genere, in (R,+,() ci sono sottosemigruppi discreti abbastanza "complicati", come log((N,()), una notazione e un'asserzione che ormai dovrebbero essere chiare. Un ulteriore esempio, più facile da visualizzarsi su un "asse cartesiano", ovvero su una retta "coordinatizzata", si può costruire nel seguente modo. Si prenda il semigruppo S di (R+,+,() che contiene 1, e quindi tutti i suoi multipli, poi 
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, e tutti i suoi multipli più le somme di questi con i multipli di 1 (ossia i numeri naturali sommati a multipli di 
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), poi 2+
[image: image136.wmf]2

2

, più tutti i suoi multipli più le somme di questi con gli elementi di S dianzi indicati, poi 3+
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, etc.. Tra due numeri interi n e n+1 c'è sempre soltanto un numero finito di elementi "generati" con il metodo descritto, anche se la differenza di due di questi diventa infinitesima al divergere di n (e quindi in particolare 
[image: image138.wmf]S

 non è discreto, anche se rimane ovviamente archimedeo).]; 3 - quelli tali che il simmetrizzato 
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 non sia neppure archimedeo.

Lo studio di tutti i semigruppi discreti appare quindi altrettanto complicato di quello di tutti i semigruppi archimedei, e nella prossima sezione ci limiteremo ad indagare la struttura dei semigruppi discreti S della prima famiglia.

Interludio primo: semigruppi discreti con simmetrizzato discreto

In virtù del teorema (X.33) (il caso dei gruppi discreti è, come abbiamo visto, banale), e del fatto che (N,+,() è isomorfo a (-N,+,() (al solito, in 
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), potremo limitarci a prendere in considerazione semigruppi positivi, ovvero direttamente sottosemigruppi di (N,+,() (la scomparsa dell'elemento neutro non è importante).

Quello proposto è un problema di analisi lineare diofantina piuttosto difficile, i cui contorni cominciano a essere chiariti dal seguente:

(X.37) Teorema (di Frobenius). [Ferdinand Georg Frobenius, 1849-1917, matematico tedesco noto in particolare per i suoi contributi alla teoria dei gruppi, divenne professore a Berlino nel 1892, alla morte di Kronecker.] Sia S un sottosemigruppo proprio di (N,+), e sia s1 (per semplicità d'ora in poi s) il minimo elemento di S (s > 1; possiamo pensare naturalmente tutti gli elementi di S ordinati nella successione: s = s1 < s2 < s3 < ...). Se (e soltanto se) S contiene un elemento s' primo con s, allora esiste un numero k ( N tale che S contiene il sottosemigruppo C(k).

Dim. Essendo ovvio che se S ( C(k) allora S contiene elementi primi con s (in C(k) esistono infatti infiniti numeri primi, e primi quindi con ogni altro numero diverso da loro), dimostriamo che se ( s' ( S ( ((s,s')) = 1 (si rammenti che questo è il simbolo che abbiamo scelto nel capitolo IX per indicare il massimo comune divisore, sinteticamente MCD, di due numeri naturali), allora ogni numero naturale maggiore di k = ss'-(s+s') (si osservi che k è invero un numero naturale, perché 1 < s < s' implica s+s' < s'+s' = 2s' ( ss') o è un multiplo di s, o è un multiplo di s', o si può scrivere come somma di due tali multipli (e quindi, preso in considerazione il semigruppo <s,s'> generato da s e da s', risulta:

 S ( <s,s'> ( C(k)). Si parta allo scopo dall'identità di Bézout provata nel capitolo IX, secondo la quale, nelle attuali ipotesi, ( x, y ( Z ( sx+s'y = 1, anzi, meglio: ( a, b ( N ( sa-s'b = 1. Preso adesso un qualsiasi numero naturale n = k+t > k (cioè, t ( N), scriviamo t = t(1 = t(sa-s'b) = sat-s'bt, e da qui, espresso bt come bt = qs+r, con q, r ( N0, 0 ( r < s, deduciamo prima di tutto:

t = sat-s'(qs+r) = s(at-qs')-s'r (la quale implica che at-qs' è un numero intero positivo), e poi: n = k+t = ss'-s-s'+s(at-qs')-s'r = s(at-qs'-1)+s'(s-r-1), la quale prova appunto che n ( <s,s'> (infatti i coefficienti di s e s' nella precedente identità sono certo non negativi per costruzione), cvd. (
Dicevamo che il teorema di Frobenius comincia a dare qualche notizia significativa sul nostro problema, una volta che si sia compreso cosa accade nel caso di semigruppi S che non soddisfano la condizione del teorema, ovvero per i quali non esistono in S elementi primi con s. Detto allora primo un sottosemigruppo proprio di (N,+) per il quale invece detta condizione sia soddisfatta, proviamo che sussiste il seguente:

(X.38) Teorema. Un sottosemigruppo (S,+) ( (N,+) è primo se e soltanto se il MCD di tutti gli elementi di S, diciamolo D(S), è uguale ad 1, ovvero se e soltanto se non esistono numeri naturali diversi da 1 che dividono tutti gli elementi di S.

Dim. Il teorema è ovvio per quanto riguarda l'affermazione che un sottosemigruppo primo S di (N,+) è tale che D(S) = 1. Infatti D(S) deve dividere ogni MCD di due elementi di S arbitrariamente scelti, e quindi D(S) deve dividere in particolare ((s,s')), ferme restando le notazioni precedenti, che è per ipotesi uguale a 1. Più difficile è invece dimostrare il viceversa, ossia che se D(S) = 1 allora deve esistere necessariamente in S un elemento primo con s. Si cominci con l'osservare che, formati i successivi MCD: ((s1,s2)), ((s1,s2,s3)), essi costituiscono una successione monotona decrescente (ma non necessariamente strettamente decrescente), sicché l'ipotesi D(S) = 1 implica che:

 ( n ( N, n > 1 ( ((s1,s2,...,sn)) = 1. Si consideri infatti l'immagine della successione in parola (si rammenti che una successione è una funzione!), la quale sarà un insieme di numeri naturali diverso dal vuoto, che ammette quindi un primo elemento. Se questo primo elemento è 1, ecco che l'asserto è provato; se questo elemento fosse un numero naturale d maggiore di 1, ecco che d dovrebbe dividere tutti gli elementi di S, poiché ogni elemento di S porta a un certo punto il suo "contributo" nella successione di cui trattasi, ossia D(S) ( 1 (in effetti, risulta proprio d = D(S)). Ciò premesso, siano dunque s1,s2,...,sn i primi elementi di S tali che ((s1,s2,...,sn)) è uguale a 1. Se n = 2, sappiamo già dal teorema di Frobenius che quanto stiamo cercando di dimostrare è vero, perché S contiene il semigruppo <s1,s2> generato da questi elementi, ed esso contiene un qualche semigruppo del tipo C(k), che contiene certo degli elementi primi con

 s = s1. Se n > 2 possiamo procedere allora per induzione rispetto a n: supponiamo l'affermazione del teorema vera per n-1, e la proviamo vera per n. Poniamo allo scopo d = ((s1,s2,...,sn-1)), d rappresenti cioè il MCD dei primi

 (n-1) elementi di S, sicché d > 1, inoltre ((d,sn)) = 1. Introduciamo successivamente il semigruppo <s1,s2,...,sn-1> generato da questi (n-1) elementi, e a partire da esso formiamo il semigruppo 
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<s1,s2,...,sn-1>, che sarà ancora per definizione di d un sottosemigruppo S' di (N,+). S' è un sottosemigruppo che o coincide con N (caso d = s = s1; s2,...,sn-1 multipli di s), o è un sottosemigruppo proprio di N per il quale scatta l'ipotesi induttiva (caso d < s; gli elementi
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 sono primi tra loro; non è detto che siano i "primi" elementi di 
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<s1,s2,...,sn-1> primi tra loro, ma non importa, il loro numero sarebbe comunque sempre minore di (n-1)), in entrambi i casi contiene certamente qualche semigruppo del tipo C(M), per qualche valore di M in N. Il semigruppo S deve quindi contenere il semigruppo dC(M) oltre all'elemento sn, e quindi deve contenere il semigruppo da essi generato: S ( <dC(M),sn>. E' chiaro che questo nuovo semigruppo è un sottosemigruppo primo di (N,+) (il cui primo elemento o è un multiplo di d, o è sn), poiché sn è primo con d, sicché esso deve contenere, in virtù del teorema di Frobenius, qualche sottogruppo del tipo C(L), per qualche valore di L in N, e al solito tanto basta per essere certi che pure S è primo, cvd. (
Torniamo adesso al nostro problema. Se S non è un sottosemigruppo primo di (N,+), allora si può prendere il MCD D(S) > 1, e considerare (con ovvio significato dei termini) il sottosemigruppo S/D(S) di (N,+), che risulta isomorfo a S, ed è un sottosemigruppo primo di (N,+). Limitando quindi d'ora in poi il nostro esame a tali sottosemigruppi S, il teorema di Frobenius ci informa che essi sono costituiti da uno dei sottosemigruppi C(k), con k ( N, con l'eventuale aggiunta di alcuni elementi in (k, anzi in (k-1, se si vuole che k sia proprio il minimo numero naturale k per cui C(k) ( S (per maggiore precisione, si dovrebbe escludere da (k-1 anche l'unità). Insomma, ogni tale S sarà del tipo X(C(k), con X ( P((k-1), e una tale decomposizione (una bipartizione se X non è vuoto) è univocamente determinata da S, sicché i semigruppi oggetto della nostra attenzione si ripartiscono in tante "famiglie" finite, una per ogni indice k. [La dimostrazione del teorema di Frobenius (X.37) si potrebbe precisare affermando che l'indice del sottosemigruppo di N generato da due numeri 1 < s < s' primi tra di loro è esattamente k = ss'-(s+s'). Infatti, fermo restando che k+t ( <s,s'> per ( t ( N, è chiaro anche che k ( <s,s'>, perché ss'-s-s' non può essere espresso nella forma xs+ys', con

 x, y ( N0. Se lo fosse, avremmo ss' = (x+1)s+(y+1)s', nella quale tutti i numeri che appaiono sono positivi, e quindi (x+1) < s' allo stesso modo che (y+1) < s; ma dall'identità in oggetto si trarrebbe anche s[s'-(x+1)] = (y+1)s', e poiché s è supposto primo con s', ecco che s dovrebbe dividere esattamente (y+1), in particolare non superarlo, ciò che contraddice la (y+1) < s.]
E' abbastanza agevole dimostrare poi che:

(X.39) Teorema. Due semigruppi del tipo X(C(k) e X'(C(k') sono isomorfi ses X = X' e k = k'.

Premettiamo alla dimostrazione di (X.39) il seguente:

(X.40) Lemma. Se S e S' sono due sottosemigruppi (non banali, ossia infiniti) di (N,+), un qualsiasi omomorfismo ( : S ( S' è necessariamente del tipo:

 ((x) = qx, per un qualche elemento q ( Q>0, che risulta allora univocamente determinato da (. In particolare, ogni siffatto omomorfismo è un monomorfismo, ossia è un isomorfismo sul sottosemigruppo (di N e di S') immagine Im(().

Dim. La chiave della dimostrazione sta nel fatto che un sottosemigruppo additivo di (N,+) è anche necessariamente, dal punto di vista insiemistico, un sottosemigruppo moltiplicativo di (N,() (mentre non vale manifestamente il viceversa: il sottosemigruppo moltiplicativo delle potenze di un dato elemento x diverso da 1 non è chiuso rispetto alla somma). Infatti, se x, y sono due elementi arbitrari di S, non solo x+y ma anche x(y deve essere elemento di S, perché esso è un multiplo di x, ovvero x(y = x+...+x, l'operazione di somma ripetuta y volte. Ciò premesso, è chiaro allora che ( può essere calcolato anche su x(y, e che: ((x(y) = x(((y) = y(((x) (( gode cioè di una proprietà analoga a quella che nella teoria dei moduli definiva le applicazioni "lineari"). Da qui, fissato un qualsiasi elemento y in che sia diverso da zero, si ottiene proprio:

 ((x) = 
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Da (X.40) discende ormai semplicemente (X.39).

Dim. Un isomorfismo ( tra X(C(k) e X'(C(k') dovendo coincidere con la "moltiplicazione" definita da un numero razionale (positivo), rappresentiamo pure tale frazione q nei suoi "minimi termini", ecco che il denominatore di questa non potrebbe che essere 1, perché altrimenti qC(k) non potrebbe dare sempre numeri interi. Ma anche il numeratore di questa frazione non può che essere 1, perché altrimenti C(k') non potrebbe essere tutto descritto dai numeri dell'insieme qC(k), insomma ((x) = x per ( x nel dominio di (, cvd. (
[Ci sembra interessante informare i lettori dell'esistenza di un "analogo" teorema del matematico russo Y.V. Hion (1954), il quale afferma che se G e G' sono due sottogruppi di (R,+), un qualsiasi omomorfismo ( : G ( G' è necessariamente del tipo ((x) = rx, per un qualche elemento r ( R, univocamente determinato da (, ovviamente se G' è diverso da zero. In particolare, ogni siffatto omomorfismo è un monomorfismo, ossia è un isomorfismo sul sottogruppo immagine Im(().]

Osserviamo esplicitamente che le considerazioni precedenti permettono di enunciare anche il seguente:

(X.41) Teorema. Ogni sottosemigruppo S di (N,+) è finitamente generato.

Dim. Rammentiamo che dire che S è finitamente generato significa dire che esiste un numero finito di elementi x1,x2,...,xn in S (che possiamo supporre distinti, e susseguirsi secondo l'ordinamento naturale di N) tali che S coincide con il minimo sottosemigruppo di S (o di (N,+), è la stessa cosa) contenente tali elementi (ovvero, con l'insieme che comprende tutti i multipli di tali elementi, e tutte le loro possibili somme). Orbene, se è S = N l'asserto è ovvio, N è generato da 1. Se S non è N ma è un sottosemigruppo primo di (N,+) l'asserto è pure vero, in virtù del "teorema di decomposizione" precedentemente dimostrato. In effetti, come si comprende immediatamente, C(k) è generato dai k+1 elementi:

 k+1,...,2(k+1)-1 = 2k+1, sicché X(C(k) è generato da tutti gli elementi di X più questi k+1 elementi (un sistema di generatori costituito quindi da

 (k-2)+(k+1) = 2k-1 elementi, se k > 1; abbiamo tolto a (k, in cui X è contenuto, il primo e l'ultimo elemento, ossia 1 e k, che non sono certo elementi di X). Infine, se S non è primo, basta prendere d = MCD(S) (si rammenti il teorema (X.38)) per avere che il semigruppo 
[image: image146.wmf]d

1

S è primo, e quindi è finitamente generato, oltre che isomorfo ad S, d'onde la conclusione. (
[Sappiamo già che ogni sottosemigruppo S di (N,+) ammette un sistema minimale di generatori univocamente determinato da S, il quale sistema risulta certamente finito perché S è finitamente generato, e il sistema minimale di generatori è contenuto in ogni sistema di generatori. Da uno di questi sistemi di generatori in generale si può determinare tale unico sistema minimale "raffinando" opportunamente il sistema assegnato, vale a dire, cancellando mano mano i suoi eventuali elementi "superflui".]

Forniamo qui di seguito i primi esempi della ripartizione in "famiglie" dei sottosemigruppi primi di (N,+) (nella tabella ogni semigruppo è espresso anche mediante il relativo sistema minimale di generatori; si noti che per C(k) il sistema minimale di generatori è proprio (k+1,...,2k+1)):

C(1) = <2,3>

C(2) = <3,4,5>

C(3) = <4,5,6,7>, (2((C(3) = <2,5,7>

C(4) = <5,6,7,8,9>, (3((C(4) = <3,5,7>

C(5) = <6,7,8,9,10,11>, (3((C(5) =<3,7,8>, (4((C(5) = <4,6,7,9>,

(2,4((C(5) = <2,7,10>, (3,4((C(5) = <3,4>

C(6) = <7,8,9,10,11,12,13>, (4((C(6) = <4,7,9,10,12>,

(5((C(6) = <5,7,8,9,11,13>, (4,5((C(6) = <4,5,7,13>

etc.

(si osservi che, supponendo adesso k ( 3 per evitare casi banali, quando l'indice k è pari, k = 2h, si può sempre aggregare a C(k) un sottoinsieme arbitrario dell'insieme (h+1,...,k-1(, e lo stesso accade nel caso dell'indice dispari, ponendo k = 2h+1, ma che questi non sono gli unici insiemi aggregabili a C(k), tale non è per esempio (2,4( per k = 5; quando si vogliono discutere insieme entrambi i casi, dell'indice pari o dispari, h si dice la parte intera del numero, a priori razionale, 
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, e la si indica con il simbolo [
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], che attualmente abbiamo però preferito evitare).

Quello che segue è invece un esempio di tipo "generale":

(5,10,15,20((C(23) = <5,24,26,27,28>

il quale è strettamente contenuto in:

(5,7,10,12,14,15,19,20,21,22((C(23) = <5,7>.

La "tabella" precedente fornisce, ampliandola "all'infinito", una classificazione completa dei sottosemigruppi primi di (N,+), sicché il problema che ci eravamo posto potrebbe apparire del tutto risolto, ma esistono in realtà delle domande abbastanza "naturali", a cui accennavamo in apertura, che non sembrano avere immediata risposta (una circostanza che confessiamo ci sembra piuttosto sorprendente, data la collocazione "elementare" dell'argomento; ma, come abbiamo avuto modo di dire qua e là, in aritmetica le cose non sono quasi mai così semplici come appaiono). Per esempio, dato un indice k, quali e quanti sono esattamente i sottoinsiemi X di (k-1 "aggregabili" a C(k) in modo tale da individuare un semigruppo della precedente tabella? E poi, assegnato esplicitamente il sistema minimale di generatori di un sottosemigruppo S primo di (N,+), esiste una formula "decente" che permette di calcolare l'indice k di S a partire da tali generatori? (Nella nota successiva alla dimostrazione del teorema (X.38) si dava in effetti una risposta a tale domanda nel caso di un sistema di due soli generatori). E quante sono, e quali sono esattamente, le lacune che il semigruppo S presenta in (k-1? Tutte domande per le quali non ci risulta nota una risposta definitiva, e rimandiamo all'articolo che si trova nella pagina web:

 http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/biorit.html per alcune ulteriori notizie al riguardo (lo scritto in parola ha lo scopo principale di confutare alcune "folli" teorie relative a talune pretese "coincidenze" numeriche che in realtà non sono affatto tali).

[E' chiaro che un insieme ordinato di n > 1 numeri naturali (x1,x2,...,xn), ordinato secondo l'ordinamento naturale, risulta il sistema minimale di generatori di un sottogruppo primo di (N,+) ses: x1 > 1, ((x1,x2,...,xn)) = 1, x2 non è multiplo di x1, ossia non è elemento del semigruppo <x1>, x3 non è elemento del semigruppo <x1,x2>, etc.. Assegnato un siffatto insieme ordinato, il problema di determinare l'indice di S = <x1,x2,...,xn> è noto anche come problema di Frobenius, e può essere illustrato in modo suggestivo nel seguente modo. Si supponga di avere un certo numero di monete, peraltro illimitato, aventi come valore facciale soltanto i detti x1,...,xn, ossia di avere n sacchi con infinite monete da x1 diciamo euro nel primo,..., infinite monete da xn euro nell'ennesimo. Si chiede quale sia la massima somma (ancora in euro) che non è possibile pagare esattamente con monete di tale tipo, senza richiedere cioè un resto.]

Interludio secondo: eventuali ordini "diversi" su gruppi abeliani ordinabili

Vogliamo adesso dedicare qualche cenno alla questione dell'eventuale "unicità" dell'ordinamento di una struttura algebrica, diciamo più specificamente un gruppo abeliano aperiodico G (quando l'ordinamento sarebbe cioè una conseguenza diretta della struttura algebrica di G), fermo restando il fatto che comunque di ordinamenti in G ce ne sono sempre almeno due, l'uno l'opposto dell'altro (dato un ordinatore S di G, anche -S è un ordinatore di G, ed è diverso da S).

Cominciamo con il gruppo più importante di questo tipo, e cioè Z. E' abbastanza agevole convincersi a questo punto che Z ammette un unico ordinamento nel senso specificato, "coerentemente" con il fatto che Aut
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(Z) è molto "piccolo", comprendendo cioè soltanto l'isomorfismo identità e il passaggio all'opposto (il quale secondo porta appunto l'ordinatore N di Z nell'ordinatore -N). Perché introduciamo questo gruppo, e ci esprimiamo in questo modo? Perché ci si può aspettare che, se Aut
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(G) è "grande", allora per qualche automorfismo ( di G, e dato un ordinatore S di G, risulti ((S) diverso da S e da -S; non è naturalmente necessario che ciò accada, ma vedremo che lo studio del gruppo Aut
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(G) ci permetterà di fatto di raggiungere dei risultati interessanti (e interessante anche lo studio di questo gruppo in sé).

Passiamo al caso del gruppo (Q,+) dei numeri razionali, per il quale Aut
[image: image152.wmf]AB

(Q) coincide con tutte le moltiplicazioni x [image: image153.png]


 qx, per un fissato q ( Q* (si rammenti che con il simbolo Q* si designa l'insieme Q-(0(, vale a dire il sostegno del gruppo moltiplicativo del campo Q; come dire anche che Aut
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(Q) è isomorfo a (Q*,() (ma si noti bene che un siffatto gruppo di atuomorfismi non è in generale abeliano anche se G è abeliano!). Si tratta di un'affermazione abbastanza facile da verificare, perché, assegnato un arbitrario automorfismo ( di (Q,+), si prende q = ((1), e poi si comincia a vedere che di necessità: ((2) = ((1+1) = 2((1) = 2q, ((
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) = ((1) = q, e quindi

 ((
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) = q
[image: image159.wmf]2

1

, etc.. Pur essendo (Q,+) non troppo piccolo, ecco che siamo in un caso in cui, ( ( ( Aut
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(Q), risulta ((S) = S, oppure ((S) = -S, S essendo l'ordinatore di (Q,+) corrispondente all'ordinamento naturale (vale a dire S è l'insieme di tutti i numeri razionali positivi). Lo studio di Aut
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(Q) non ci aiuta a trovare dei nuovi ordinatori, e dobbiamo andare a vedere direttamente se ne esistano oppure no di diversi da quelli menzionati, e si constata, di nuovo abbastanza facilmente, che no: non esistono altri ordinamenti in (Q,+) tranne quello naturale e il suo opposto. Infatti, preso in considerazione il numero 1, supponiamo che esso sia per esempio positivo in (Q,+). Allora 2 = 1+1 dovrà pure essere positivo, etc., e allo stesso modo dovrà essere positivo il numero 
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, perché se fosse negativo dovrebbe risultare 
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 = 1 negativo, etc., insomma in questo caso sarebbero positivi tutti e soli gli ordinari numeri razionali positivi. Nel caso 1 negativo essi sarebbero tutti negativi, insomma (Q,+) non possiede altri ordinatori al di fuori di questi, come asserito.

La situazione cambia drasticamente con il gruppo (R,+). Vedremo infatti che il gruppo Aut
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(R) è molto grande, e che esistono in esso degli automorfismi tali che ((S), S essendo l'ordinatore di (R,+) corrispondente all'ordinamento naturale, non coincide né con S né con -S. Cominciamo a dimostrare allo scopo il seguente:

(X.42) Teorema. La corrispondenza ( : Aut
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(R) ( R* che associa ad ogni automorfismo ( di R l'elemento ((1), è un omomorfismo suriettivo di gruppi, il cui nucleo coincide con il gruppo degli automorfismi di R inteso come spazio vettoriale su Q, ossia: Ker(() = Aut
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Vett

(R), con manifesto significato dei simboli.

[Il teorema può essere precisato notando che ( ammette una retrazione la cui immagine è un sottogruppo normale di Aut
[image: image168.wmf]AB

(R), esattamente quello delle moltiplicazioni ((x) = rx per qualche numero reale r diverso da zero, sicché si potrebbe asserire in definitiva che Aut
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(R) è isomorfo al prodotto cartesiano di Aut
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(R) e di R*.]

Dim. xxx . (
Siamo adesso in grado di provare facilmente che (R,+) ammette "tantissimi" ordinamenti diversi da quello naturale, e dall'opposto di questo. Siano infatti x, y, z tre elementi di R linearmente indipendenti su Q (come si comprende facilmente dati i risultati del capitolo V, R ha dimensione infinita su Q, anzi dimensione uguale alla potenza del continuo), tali che per esempio x, y > 0, e

 z < 0. Essi possono essere assunti come parte di una base di R su Q, ed esiste certo un automorfismo (di spazio vettoriale sul campo Q, e quindi in particolare di gruppo abeliano) di R tale che x e z si scambiano tra loro, mentre y resta fisso. E' chiaro che tale trasformazione non muta in sé i numeri reali positivi, né li trasforma tutti in numeri negativi, sicché non è un automorfismo d'ordine (rispetto all'ordine naturale (). Essa induce quindi in R un nuovo ordine (' diverso da quello naturale, tale che si abbia a che fare con un automorfismo d'ordine tra (R,+,() e (R,+,(').

[La precedente analisi dei gruppi Aut
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(X), dove la "variabile" X designa una delle tre precedenti importanti strutture numeriche Z, Q o R, può essere raffinata andando a studiare i rispettivi sottogruppi Aut
[image: image172.wmf]ABO

(X), ovvero i gruppi dei rispettivi automorfismi algebrici e d'ordine rispetto agli ordinamenti naturali delle strutture in parola. Senza insistere troppo su una situazione che dovrebbe essere ormai abbastanza facile da immaginare, diamo qui di seguito solo i relativi risultati: Aut
[image: image173.wmf]ABO

(Z) = (idZ( (e si intende ovviamente (Z,+,()); Aut
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(Q) ( (Q>0,() (rammentiamo che il simbolo ( significa "è isomorfo a", nel caso presente l'isomorfismo di cui trattasi rimane chiaramente individuato); Aut
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(R) ( (R>0,() (si ricordi il teorema di Hion precedentemente citato).]

Abbiamo visto finora che è possibile avere infiniti ordinamenti in un dato gruppo abeliano G, anche se tutti questi erano in qualche senso "isomorfi". Un caso interessante, e alquanto semplice, di gruppo abeliano che ha tanti ordinamenti, tra cui è facile distinguere anche quelli non isomorfi a un dato ordinamento canonico di partenza, è quello del gruppo Z(Z, di cui conosciamo almeno l'ordinamento lessicografico. Bene, rappresentato Z(Z con il reticolo dei punti a coordinate intere in un fissato riferimento cartesiano ortogonale del piano ordinario, come nella seguente figura:

[image: image176.jpg]



(Fig. X.43)

è abbastanza facile dimostrare che ogni retta del piano passante per l'origine avente, rispetto al fissato riferimento, un coefficiente angolare che sia un numero reale irrazionale, induce in Z(Z esattamente una tricotomia del tipo di quelle che ci interessano, compatibili cioè con la struttura algebrica del gruppo (l'ordinamento lessicografico corrisponde invece, sotto questo punto di vista, a chiamare positivi: 1 - i punti che hanno la prima coordinata x maggiore di 0; i punti che hanno x = 0, ma la seconda coordinata y maggiore di 0).

Dato un ordinatore S di Z(Z corrispondente a una di tali tricotomie, è facile persuadersi infine che la totalità degli ordinatori ((S), al variare di ( in Aut
[image: image177.wmf]AB

(Z(Z), non può esaurire affatto la totalità degli ordinatori di questo gruppo. Infatti Aut
[image: image178.wmf]AB

(Z(Z) è manifestamente isomorfo al gruppo delle matrici quadrate 2(2 invertibili a coefficienti interi relativi (la relativa operazione è naturalmente l'usuale prodotto righe per colonne), il quale è un gruppo numerabile, sicché l'insieme ((S) sarà pure (al massimo) numerabile, mentre degli ordinatori in oggetto ce n'è un'infinità continua! (A norma del II teorema di Cantor, con adeguato "contorno", i numeri reali irrazionali hanno la stessa cardinalità di R, e superiore quindi a quella di N, o di Q). [Il gruppo Aut
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(Z(Z) (o più esattamente, se si vuole essere rigorosi all'estremo, la sua immagine in Aut
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(Z(Z) tramite il funtore dimenticante da 
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 ad 
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, quindi un gruppo di trasformazioni speciali di Z2) si dice il gruppo generale lineare, o più brevemente il gruppo lineare, in dimensione 2 a coefficienti in Z, in simboli GL(2,Z), e spesso lo si identifica con il gruppo delle matrici a cui è isomorfo (anche se l'isomorfismo non è, in casi diversi dal presente, ma "analoghi", un isomorfismo canonico). Informiamo che la sigla GL viene comunemente interpretata con riferimento alle due iniziali di generale e di lineare, e non all'iniziale di gruppo, anche se la specificazione generale viene di solito omessa! Si comprende subito come il determinante delle matrici in parola debba essere necessariamente o 1 o -1. Il sottogruppo di indice 2 di GL(2,Z) costituito dalle matrici di determinante 1 si indica con il simbolo SL(2,Z), e si dice il gruppo speciale lineare (ecco quindi che la S di speciale sostituisce la G di generale, mentre l'iniziale di gruppo adesso non è proprio presente: cioè, si scrive SL e non GSL), o anche il gruppo unimodulare in dimensione 2. Si tratta di alcuni importanti esempi di gruppi "geometrici", della cui totalità si parla anche come dei gruppi classici.]
Interludio terzo: il caso non abeliano

Diamo in questo paragrafo qualche informazione di più sul caso non commutativo, partendo innanzitutto dalla relativa estensione del teorema (X.18), alla quale premettiamo un'osservazione:

(X.43) Detto normale (in G) un sottosemigruppo S di un gruppo G ses esso è invariante per automorfismi interni di G, ossia ses:

 ( s ( S, ( x ( G, ( xsx-1 ( S, o anche ses:

( s ( S, ( x ( G, ( xS = Sx (si procede come nel caso dei sottogruppi normali, ricordando che, detti a,b due elementi arbitrari di un arbitrario gruppo G, risulta ab = (aba-1)a = b(b-1ab) = c(b)a = bc(a), dove il simbolo c indica un generico passaggio a un coniugato di un elemento di G), allora il sottosemigruppo Pos(G) degli elementi positivi di un gruppo ordinato G è un sottosemigruppo normale in G (lo stesso naturalmente per il sottosemigruppo degli elementi negativi di G).

[E in effetti dalla s2 > s si trae subito, da (X.11), xs2 > xs, e da questa anche:

 xs2x-1 > xsx-1.]

La normalità di G+ è in effetti la "chiave" per l'annunciata estensione (e osserviamo che in effetti un gruppo non abeliano è come un gruppo abeliano, a meno di coniugio, nel senso che: ab = a(ba)a-1 = b-1(ba)b = (ba)c).

(X.44) Teorema. Dato un qualsiasi gruppo (G,() diverso dall'identità (e non necessariamente abeliano), se esiste un sottosemigruppo normale S di G tale che S-1((u((S sia una tripartizione di G, allora è possibile introdurre un ordinamento totale ( in G tale che (G,(,() sia un gruppo ordinato, e S coincida con il sottosemigruppo degli elementi positivi di G, S = G+ (diremo ancora che S è un ordinatore di G).

Dim. xxx. (
(X.45) Nota. Le considerazioni precedenti si prestano a un'osservazione che si ricollega a quanto si andava dicendo nel capitolo VII a proposito del problema dell'immersione di un semigruppo regolare in un gruppo. Un ordinatore S di un gruppo G è certamente un semigruppo regolare immergibile tale che, per ogni a ( S, risulta aS = Sa. [Tanto basta in effetti per assicurare la normalità di S in G, poiché un elemento x di G, se non è l'elemento neutro, e se non sta in S, è tale allora che x-1 ( S. Val forse la pena di osservare anche esplicitamente che un ordinatore S di un gruppo ordinabile G è abeliano ses G è abeliano, come si comprende subito tenuto conto della parte finale del lungo commento posto al termine della dimostrazione del teorema (VII.48).] Orbene, viceversa, dato comunque un semigruppo S con siffatte caratteristiche algebriche, cioè, ripetiamo: regolare e tale che aS = Sa per ogni suo elemento a (quest'ultima condizione estende in qualche modo la nozione di "commutatività", ma non equivale ovviamente ad essa!), S risulta immergibile in un gruppo G, di cui è un sottosemigruppo normale (il caso abeliano è stato già risolto con il citato teorema (VII.48)). Diamo un cenno all'istruttiva dimostrazione di questo non difficile, ancorché laborioso, teorema di Birkhoff [Garrett Birkhoff, 1911-1996, matematico americano, va ricordato in modo particolare dal punto di vista dell'autore di queste pagine per avere prodotto, insieme con il già citato Saunders Mac Lane, degli ottimi testi di Algebra. Il teorema in oggetto è stato pubblicato nel 1942.]. Essa procede sulla falsariga di quella del citato teorema (VII.48): si tratta di introdurre nell'insieme S(S un'opportuna relazione d'equivalenza in modo tale che il relativo insieme quoziente sia il sostegno di una struttura di gruppo G, in cui S si immerge tramite la corrispondenza a [image: image183.png]


 [(ax,x)], e ogni elemento sia del tipo diciamo ab-1 (frazioni destre; l'elemento neutro del gruppo G, che esista o no già in S, sarà allora [(x,x)]). Procedendo in modo euristico, supponendo cioè che tale gruppo esista, due frazioni ab-1 e cd-1 (la coppia ordinata (a,b) è un "rappresentante" della frazione ab-1) saranno uguali, ab-1 = cd-1, ses a = cd-1b, che nel caso non abeliano non si può scrivere come ad = cb. Si può scrivere però: ad = cd-1bd, ossia ad = c(bd), dove con il simbolo bd intendiamo il coniugato destro di b tramite l'elemento d. Inoltre, sarà: (ab-1)(cd-1) = (ab-1cb)b-1d-1 = (a(cb))(db)-1 (meglio evitare le parentesi quadre, che nel presente contesto designeranno come usuale delle classi d'equivalenza!), e da queste identità prende le mosse l'estensione del teorema (VII.48) attuale oggetto della nostra attenzione. Infatti non possiamo parlare di coniugato in G, dal momento che G non è dato a priori, ma dall'ipotesi aS = Sa possiamo dedurre che: ( x ( S ( (! x' ( S ( xa = x'a, il quale x' coinciderebbe con il coniugato destro a-1xa = xa di x mediante a se fossimo in un gruppo, e che comunque possiamo ancora chiamare tale, dal momento che x' è univocamente determinato da x in virtù dell'assunzione di regolarità (nel presente caso sinistra) di S. La notazione esponenziale è motivata dalla circostanza che tale coniugio è il risultato di un'azione destra di S su S (allo stesso modo che il coniugio sinistro, che potremmo indicare con ax, individua un'azione sinistra, inversa della precedente), la quale ha immagine in Aut
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(S), non solo in Aut
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(S). Insomma, tale "esponenziazione" soddisfa alla seguenti regole "formali" (ovviamente, ( a, b, x, y ( S): a(xa) = xa; xx = x; (xa)b = xab =; (xy)a = (xa)(ya). Da esse si trae, con un po' di pazienza, che la condizione ad = c(bd) definisce effettivamente una relazione d'equivalenza R in S(S, che l'operazione definita in tale sostegno dalla (a,b)(c,d) = (a(cb),db) costituisce una struttura di semigruppo, che la relazione R è compatibile con tale struttura, ossia che l'operazione tra le relative classi d'equivalenza definita dalla:

 [(a,b)][(c,d)] = [(a(cb),db)] è davvero indipendente dalla scelta dei rappresentanti, e finalmente che il semigruppo quoziente G = S(S/R è addirittura un gruppo, nel quale S si immerge nel modo già indicato (chiaramente, ogni elemento di G risulterà poi del tipo ab-1, con manifesto significato dei simboli). Tanto per dare un'idea dei calcoli a cui bisogna ricorrere, facciamo vedere come dall'identità ad = c(bd) si possa dedurre la a(db) = cb, che risulta dalla ab-1 = cd-1 ( ab-1db = cb, e che ci si deve quindi aspettare equivalente alla prima: ad = c(bd) ( adb = c(bd)b ( a(db)db = cb((bd)b) ( a(ddb)(bdb) = cb(bdb) ( a((dd)b) = cb, per regolarità destra, e quindi a(db) = cb, cvd (la deduzione in parola assicura della simmetria della relazione R; per passare dalla seconda identità alla prima, si moltiplichino stavolta entrambi i membri per d, e si ripeta un "gioco" analogo).

Se indaghiamo adesso le possibilità di estensione del teorema (X.24), ci imbattiamo subito in una nuova difficoltà, perché il lemma (X.25) non si può generalizzare come vorremmo. Infatti un ordinatore di un gruppo G ordinabile è certamente un sottosemigruppo non unitario massimale, ma non basta viceversa un sottosemigruppo non unitario massimale di un gruppo aperiodico G per avere un ordinatore di G. A parte altre considerazioni, di cui presto ci occuperemo, ci serve infatti quanto meno, a norma del teorema (X.44), che tale sottosemigruppo non unitario massimale sia anche normale, e se una facile ulteriore applicazione del lemma di Zorn ci persuade subito che in un gruppo esistono sottosemigruppi non unitari e normali massimali nella famiglia di siffatti sottosemigruppi, non appena ne esista almeno uno!, non è chiaro né che ne esista uno, supponiamo pure per un dato gruppo aperiodico G, né che uno di tali semigruppi, qualora esista, sia un sottosemigruppo massimale nella più vasta famiglia dei sottosemigruppi non unitari. Ribadiamo il concetto: dire che un dato sottosemigruppo S è massimale tra i sottosemigruppi non unitari e normali non è la stessa cosa che asserire che S è massimale tra i sottosemigruppi non unitari e che è in più normale! Insomma, per descrivere algebricamente l'eventuale ordinabilità di un gruppo G non abeliano ci vuole qualcosa di più complicato che non la semplice condizione di aperiodicità, ma possiamo comunque dimostrare il seguente:

(X.46) Teorema. Un gruppo aperiodico G è ordinabile ses nella famiglia dei suoi sottosemigruppi non unitari massimali (che è certamente non vuota, come risulta dalla stessa applicazione del lemma di Zorn che abbiamo visto all'opera nella dimostrazione del teorema (X.24)) esiste un sottosemigruppo normale (normale naturalmente in G).

Dim. Essendo già nota la parte necessaria dell'asserto, occupiamoci di quella sufficiente. Supponiamo cioè che G ammetta un sottosemigruppo non unitario S, massimale tra i sottosemigruppi non unitari di G, il quale sia anche normale, e proviamo che S è allora necessariamente un ordinatore di G. Ciò che bisogna dimostrare è che è impossibile che esista un elemento x ( G tale che siano vere entrambe le relazioni: x ( S, x-1 ( S. Ragionando sulla falsariga della dimostrazione del lemma (X.25), andiamoci a considerare in G i due sottosemigruppi <S,x> e <S,x-1>, generati rispettivamente da S e da x e da S e

 x-1, i quali riusciranno entrambi unitari perché contenenti propriamente S. Siamo adesso in un ambiente non commutativo, e quindi la descrizione di tali semigruppi è un po' più complicata di quella che avevamo dato in precedenza, ma l'ipotesi di normalità di S ci aiuta molto in tale compito. Infatti gli elementi di <S,x>, oltre a quelli di S e alle potenze di x, si esprimeranno senz'altro a priori come "catene finite" di prodotti del tipo sxns'xn'..., con manifesto significato dei simboli, oppure xnsxn's'..., ma essendo S normale in G si potrà sempre commutare in una di queste catene un elemento di S con una potenza di x, fino ad arrivare in definitiva a semplici espressioni del tipo sxn. Bene, ciò premesso, dall'unitarietà di <S,x>, nelle attuali ipotesi, non potendo l'elemento neutro u di G essere in S, oppure coincidere con una potenza di x, deve risultare sxn = u, per qualche s ( S e qualche n ( N, allo stesso modo che deve risultare s'x-n' = u, in conseguenza dell'unitarietà di <S,x-1>. Da queste due identità si trarrebbe però: (sxn)n' = u, (s'x-n')n = u, e anche se siamo in un contesto non commutativo, esse si potranno sempre scrivere come s£xnn' = u, s$x-n'n = u, per certi elementi s£, s$ in S, e da queste infine: s£xnn's$x-n'n = s#xnn'x-n'n = u, per un qualche altro elemento s# ( S, e cioè s# = u ( S, che contraddice l'ipotesi di non unitarietà di S.(
[Un esempio di gruppo aperiodico e non ordinabile (e quindi necessariamente non abeliano) è il gruppo G generato in GL(2,R) dalle due matrici A = 
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. E' facile constatare che si tratta di un gruppo non commutativo, AB = 
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, BA = 
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, tale che il sottogruppo ciclico <B> generato da B in G è normale. Infatti:

AnBA-n = 
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 EMBED Equation.3  [image: image191.wmf]÷
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, la quale ultima matrice vale B se n è pari, e B-1 se n è dispari, quindi è in ogni caso un elemento di <B> (tanto basta per assicurare l'asserita normalità, in quanto AnBkA-n = (AnBA-n)k, per ogni esponente k ( Z). Ogni elemento C di G si potrà scrivere quindi nella forma C = ArBs per esponenti r,s interi relativi che sono univocamente determinati da C (dal momento che

 <A>(<B> = (matrice identità = I(, come si verifica immediatamente; G coincide cioè con quello che si è detto il prodotto semidiretto interno di <A> e <B> in G), e Cn non può mai essere uguale ad I per qualche esponente n (intero relativo), a meno che C non sia la matrice identità (r = s = 0), oppure n = 0. Infatti Cn = ArnBsn se r è pari, mentre Cn = ArnBs-n se r è dispari, e in entrambe le eventualità si prova subito l'asserto. Che G non sia un gruppo ordinabile lo si può invece dedurre nel seguente modo. In G risulta A2B = BA2, poiché

 A2 = 
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 è una matrice diagonale, che commuta quindi con ogni elemento di GL(2,R), mentre, come abbiamo visto, AB ( BA, una condizione incompatibile con l'esistenza di un ordine in G. Infatti, se fosse AB > BA, da questa disuguaglianza si dedurrebbe:

A2B = A(AB) > A(BA) = (AB)A > (BA)A = BA2,

e analogamente, dalla AB < BA: A2B = A(AB) < A(BA) = (AB)A < (BA)A = BA2.

L'ultima argomentazione può essere elevata a condizione necessaria di ordinabilità (in un qualsiasi semigruppo regolare S): se S è ordinabile, e x ed y sono due suoi elementi arbitrari tali che xy ( yx, allora deve risultare anche xmyn ( ynxm per ogni coppia di esponenti m, n ( N. (E' questo l'enunciato di un semplice lemma di Neumann, dal nome del matematico Bernhard Hermann Neumann (1909-2002), tedesco di origine ebraica, e rifugiato quindi in Inghilterra dal 1933, prima a Cambridge e poi a Manchester, noto per i suoi contributi alla teoria dei gruppi, e per la sua opera fattiva a favore delle associazioni matematiche dell'Australia e della Nuova Zelanda.)]

Concludiamo con alcuni interessanti esempi di gruppi ordinati non abeliani.

(X.47) Il gruppo delle trasformazioni affini 1-dimensionali reali con coefficiente positivo. Nella parte geometrica di quest'opera faremo conoscenza con il gruppo GA(n,K), il gruppo (generale) affine in dimensione n sopra un qualsiasi campo K (per il significato della sigla GA si possono ripetere le considerazioni di cui all'ultima nota del precedente paragrafo), che ci interessa per i nostri attuali scopi soltanto nel caso n = 1 e K = R. Si tratta delle trasformazioni biunivoche da R ad R descritte da una legge del tipo: x [image: image195.png]


 ax+b (per ( a, b ( R, a ( 0), che gli studenti imparano a conoscere quando si tratti di cambiamenti generali di "unità di misura" in fisica (un caso tipico è quello del passaggio da una delle note scale di temperature a un'altra), e che in geometria corrisponde al passaggio da un sistema di coordinate cartesiane sulla retta a un altro. GA(1,R) è quindi manifestamente un sottogruppo di Aut
[image: image196.wmf]Ens

(R) (si intende, quindi, rispetto all'ordinario prodotto operatorio), e di esso indichiamo esplicitamente la legge di composizione: per ( f, g ( GA(1,R), con f(x) = ax+b, g(x) = cx+d (con chiaro significato dei simboli), risulta (fog)(x) = a(cx+d)+b = acx+(ad+b). Ovvero, i coefficienti delle due trasformazioni affini si moltiplicano tra loro (detto in altre parole, la corrispondenza GA(1,R) ( R*, che associa ad ogni predetta f il proprio coefficiente a è un omomorfismo, suriettivo, di gruppi), mentre i rispettivi termini additivi si compongono in quel modo "strano" (che implica la non commutatività dell'operazione in parola). Il termine additivo del prodotto non coincide cioè con la semplice somma dei due termini additivi delle trasformazioni assegnate (il che si esprime ricorrendo al concetto di prodotto semidiretto di due gruppi, cfr. capitolo VII, dicendo che GA(1,R) è isomorfo a un prodotto semidiretto di (R*,() e di (R,+)). Bene, oggetto del nostro interesse è il sottogruppo GA+(1,R) di GA(1,R), con cui si intende la totalità di quelle trasformazioni affini f il cui coefficiente a sia positivo (palesemente, un sottogruppo normale di GA(1,R) di indice 2; si noti che nel presente caso l'indice 2 compete a tale sottogruppo di GA(1,R), e non al gruppo SA(1,R), il gruppo speciale affine in dimensione 1, costituito da quelle trasformazioni per le quali risulta a = 1, che corrispondono quindi alle cosiddette traslazioni di R, SA(1,R) = Tr(1,R)). Infatti, potremo dire positivo un elemento f(x) = ax+b di GA+(1,R) se a > 1, oppure se a = 1 e b è positivo, e negativo se a < 1, oppure se a = 1 e b è negativo (l'elemento neutro del gruppo corrisponde a: a = 1, b = 0). E' immediato convincersi che le condizioni di cui al teorema (X.44) sono soddisfatte, cioè che quello appena definito è un ordinamento (totale) di GA+(1,R) compatibile con la struttura algebrica del gruppo in parola.

(X.48) Il gruppo delle matrici reali 3(3 triangolari con diagonale unitaria (alcune parti di questo capitolo sono ovviamente da rileggere dopo che si sarà assunta confidenza con argomenti che saranno trattati nelle sezioni geometriche di quest'opera, quali il prodotto righe per colonne tra matrici). Cominciamo con l'osservare che le matrici triangolari 2(2, diciamo pure reali, con diagonale unitaria hanno la seguente forse inattesa regola di moltiplicazione:
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il prodotto si tramuta cioè nella somma dell'unico termine significativo della matrice. Quando si passa a quelle 3(3 si ottiene una regola di composizione del seguente tipo:
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Orbene, è facile dimostrare che l'ordinamento lessicografico di R3 induce un ordinamento algebrico sul gruppo in questione (il lettore verifichi che si tratta effettivamente di un gruppo), una volta che si sia stabilito l'isomorfismo (ovviamente in 
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): 
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 (a,b,c).

[E' chiaro peraltro che le matrici (reali) invertibili tutte, ovvero quel gruppo che indicheremo con il simbolo GL(n,R), non costituiscono mai un gruppo ordinabile, se n > 1, perché non si tratta di un gruppo aperiodico.]

(X.49) Nota. Ribadiamo che la nozione di archimedeicità si può introdurre per un qualsiasi semigruppo regolare ordinato, a priori non necessariamente abeliano, fatte salve le precisazioni di cui si è detto dianzi (tenendo conto cioè separatamente degli elementi positivi e degli elementi negativi del semigruppo). Orbene, nel primo interludio abbiamo indagato i semigruppi (regolari) abeliani discreti, i quali sono necessariamente archimedei, allo stesso modo che archimedei saranno pure i semigruppi discreti, senza alcuna ipotesi preliminare sulla commutatività della struttura algebrica. Un teorema di Hölder-Fuchs assicura però per esempio che un semigruppo archimedeo, a prescindere da ogni ipotesi di regolarità, è sempre necessariamente commutativo qualora sia diciamo positivo e "differenziabile" (a destra e a sinistra), nel senso che per ( a, b ( S, tali che a < b, allora ( x, y ( S ( b = ax = ya. Per semigruppi archimedei di questo tipo (un cui interessante esempio però non regolare consiste nella totalità dei numeri reali compresi tra 0 e 1, con la seguente operazione ( di "somma": a(b = min(a+b,1), dove il + tra parentesi designa evidentemente la somma ordinaria di numeri reali) esiste pure un notevole teorema di classificazione di Hölder-Clifford, [William Kingdon Clifford, 1845-1879, matematico inglese che studiò al Trinity College di Cambridge, rimane famoso nella storia di questa materia quale uno dei personaggi che contribuirono alla nascita dell'"algebra astratta".)] che caratterizza quelli che sono per di più regolari come (isomorfi a) sottosemigruppi del semigruppo additivo (
[image: image206.wmf]+
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,+,() dei numeri reali non negativi, ordinato ovviamente con il solito ordinamento naturale. Se si ha a che fare con un gruppo discreto, il teorema di Hölder ci assicura che esso è automaticamente abeliano, e sappiamo quindi identificarlo. Se si ha invece a che fare soltanto con un semigruppo discreto, e intendiamo regolare ma non necessariamente abeliano, il suo studio appare più complicato, a partire dalla questione dell'eventuale sua immergibilità in un gruppo, ordinabile o meno.

Concludiamo il paragrafo con un istruttivo esempio di un semigruppo (regolare) ordinato discreto non abeliano (che costituisce quindi pure un esempio di semigruppo regolare archimedeo non abeliano). Dato un insieme A = (x,y( con due soli elementi x e y (evitiamo i simboli 1 e 2 per non fare "confusioni"), si consideri il semigruppo unitario W(A) delle parole sull'alfabeto A (cfr. (I.74)), ovvero come si dice anche il semigruppo unitario libero nei due generatori x e y. Esso ammette il seguente ordinamento totale, che si vede facilmente essere compatibile con la struttura algebrica, ed è inoltre manifestamente discreto:

1 < x < y < xx < xy < yx < yy < xxx < xxy < xyx < xyy < ...

(1 rappresenta quella che abbiamo detto la "parola vuota"; il primo criterio di ordinamento e' sulla lunghezza della stringa, il secondo è quello lessicografico sulle stringhe di uguale lunghezza).

Anelli e campi ordinati

[In fase di completamento]

Gli esempi ispiratori di tutta la teoria sono naturalmente Z, Q e R, con i relativi ordinamenti naturali. Caratterizzazione di R tramite l'archimedeicità e la completezza del suo ordinamento.

Prodotto di elementi positivi, quadrati e somme di quadrati.

Sull'unicità dell'ordinamento delle strutture numeriche fondamentali, il teorema di Staudt.

La non ordinabilità del campo dei numeri complessi, il problema generale di cosa si debba intendere con il termine "numero".

Campi ordinati non archimedei, filtri e ultrafiltri, cenno all'analisi non standard, numeri iperreali, infinitesimi attuali.

- - - - -

[Poiché in questo capitolo sono stati presentati degli argomenti di livello un po' più "avanzato" di quello usuale nei presenti Elementi..., è opportuno allora dare almeno un ottimo riferimento bibliografico, dal quale si possano prendere le mosse per eventuali completamenti ed approfondimenti: Laszlo Fuchs, Partially Ordered Algebraic Systems, International Series of Monographs in Pure and Applied Mathematics, Pergamon Press, Oxford etc., 1963.]
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