LE DIMOSTRAZIONI ORIGINALI

DEI TEOREMI DI INCOMPLETEZZA DI GÖDEL (1931)

(Giuseppe Di Saverio)

Premessa

Questo scritto è il secondo capitolo della mia tesi di laurea. [Il primo capitolo di carattere storico si trova in:

http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/mat/disav1.doc].

E' completamente dedicato all'articolo di Kurt Gödel del 1931 Über formal unentscheidbare Sätze der Principia Mathematica und verwandter Systeme I (Proposizioni formalmente indecidibili dei Principia Mathematica e di sistemi affini I), che d'ora in poi chiameremo "G31". Prima della parte tecnica, abbiamo inserito due paragrafi. Nel primo, Introduzione, diamo una brevissima presentazione di G31 e descriviamo con precisione quali parti abbiamo ripercorso e quali modifiche vi abbiamo apportato. Nel secondo, Corrispondenza dei simboli, diamo la corrispondenza tra i nostri simboli e quelli di Gödel. Dopo la parte tecnica c'è un ultimo paragrafo, Conclusione, nel quale facciamo alcune riflessioni finali.

Introduzione

G31 si compone di 4 paragrafi. Il primo è sostanzialmente un'introduzione. All'inizio Gödel fa qualche considerazione generale sui problemi connessi alla formalizzazione della matematica, ed in particolare ai problemi della coerenza e della completezza dei sistemi assiomatici. Poi descrive in modo contenutistico la linea generale dei teoremi dimostrati nei successivi paragrafi.

Il secondo è il più lungo dei quattro. Esso contiene nell'ordine: la presentazione del sistema assiomatico formale P, la "numerazione" o "gödelizzazione", alcune definizioni e teoremi sulle funzioni numeriche ricorsive primitive, le definizioni di 45 funzioni e relazioni, il teorema che dimostra l'incompletezza di P e alcuni corollari in forma discorsiva. Nel terzo, dopo un paio di definizioni preliminari, si danno 4 teoremi e un lemma che precisano di quali tipi possono essere le proposizioni indecidibili di P. Il quarto ed ultimo paragrafo contiene il teorema che afferma la non dimostrabilità della coerenza all'interno di P ed alcune riflessioni conclusive. Nelle stampe successive al 1963 è stata aggiunta alla fine dell'articolo una nota del 18 agosto 1963 in cui Gödel precisa che: "Sulla base dei risultati successivi […] è oggi possibile una versione completamente generale dei Teoremi VI e XI [cioè del teorema di incompletezza e di quello di indimostrabilità della coerenza]"
.

Il primo paragrafo di G31 è stato di gran lunga il più divulgato e spesso viene identificato con il teorema di Gödel. Esso è molto interessante perché dà una versione contenutistica più "comprensibile" dei teoremi veri e propri, e accenna al dibattito sui fondamenti della matematica, mettendo in evidenza come la formula indecidibile del teorema di incompletezza sia logicamente simile al paradosso del mentitore e a quello di Richard. Noi abbiamo deciso tuttavia di non inserire in alcun modo considerazioni di questo genere nel presente capitolo, che vuole essere esclusivamente tecnico
. Daremo le dimostrazioni dell'incompletezza e della non dimostrabilità della coerenza in senso strettamente sintattico. Anche i teoremi di tutto il terzo paragrafo non verranno menzionati. Ci limiteremo dunque a ripercorrere per intero il secondo ed il terzo paragrafo di G31. Tralasceremo inoltre ogni questione relativa ai rapporti che intercorrono tra il sistema P (e quelli ad esso affini nel senso specificato da Gödel) e l'aritmetica classica. Così pure non saranno analizzate le obiezioni filosofiche e tecniche a G31. E' un peccato non approfondire questi interessanti argomenti, ma la loro complessità è tale che essi richiederebbero uno studio e una trattazione a parte.

Le modifiche che abbiamo apportato a G31 sono più che altro espositive. Niente di sostanziale si è tolto e niente si è aggiunto. Per comprendere l'articolo, siamo stati costretti ad esplicitare molti concetti che Gödel dà per scontati (ma non lo erano affatto per noi), appesantendo il discorso da un lato e chiarendolo un po' dall'altro. Ne è venuta fuori una riscrittura della parte più importante di G31, che, pur mantenendo il rigore formale della logica matematica, potrebbe risultare, crediamo, un po' più chiara dell'originale a chi, come noi, si apprestasse ad una prima lettura senza possedere un bagaglio culturale adeguato, e fosse interessato ai meri passaggi tecnici. Altra cosa è la comprensione approfondita dei risultati di Gödel e l'analisi critica del loro "livello di legittimità" in relazione alle questioni fondazionali. Per studi di questo genere sarebbe necessaria la conoscenza di tutti i più imoportanti risultati, ormai classici, della logica matematica.

Abbiamo diviso l'esposizione della parte detta di G31 in 5 paragrafi: Funzioni e relazione ricorsive, Presentazione del sistema P, Numerazione, Definizioni, Completezza e coerenza. Presentiamo brevemente ognuno di essi.

Funzioni e relazioni ricorsive: contiene la definizione di funzioni e relazioni "ricorsive primitive" e alcuni importanti teoremi su di esse. Questa parte si trova nel paragrafo 2 di G31 (Gödel chiama semplicemente "ricorsive" le funzioni che noi abbiamo chiamato "ricorsive primitive", uniformandoci alla nomenclatura attualmente in uso).

Presentazione del sistema P: all'inizio sono elencati tutti gli enti di P (costanti, variabili, ecc) Sono esplicitate anche le abbreviazioni grafiche che vengono utilizzate nel seguito (in G31 si esplicita, nella nota 21, solo l'abbreviazione "=". Delle altre si dice solo che sono quelle contenute in PM
). Poi ci sono: due definizioni di "coerenza" e la dimostrazione della loro l'equivalenza (che in G31 è data come ovvia ); la definizione di "ω-coerenza"; la dimostrazione del fatto che la ω-coerenza è condizione sufficiente per la coerenza (assente in G31).

Numerazione: La famosa "numerazione" o "gödelizzazione" consiste nel sostituire in modo opportuno ogni segno, ogni successione
 di segni, ogni successione di successione di segni, ecc, del sistema P con dei "numeri" naturali positivi. Dice Gödel nella nota 9: "In altre parole la procedura qui descritta fornisce un'immagine isomorfa del sistema PM nel dominio dell'aritmetica e tutte le argomentazioni metamatematiche possono essere sviluppate altrettanto bene in quest'immagine isomorfa. […]"
. "E cominciano i dolori", sospira Gabriele Lolli, "Ma quali numeri, chi li ha mai visti; un sacco di gente studia logica matematica senza mai vedere un numero. La predisposizione di un sistema numerico è il fondamento della teoria, e della pratica, della misurazione, laddove si attribuiscono numeri ad attributi di enti reali da misurare, impostando scale opportune, e si crea un sistema relazionale numerico che risulta omomorfo al sistema relazionale empirico. Non sembra questo il caso, i segni non sono grandezze fisiche. Se non servono per misurare, i numeri fanno pensare alla numerologia"
. Ma, diciamo noi, se "0", "s", "
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", ecc, sono simboli grafici, lo sono pure "5", "7", "4567". Se i primi possono essere considerati come pure forme, perché non possono esserlo i secondi? Perché i primi possono essere gli oggetti privi di significato manipolati da un sistema assiomatico formale e i secondi no? Spogliamo dunque "5", "7", "4567" del significato che solitamente gli attribuiamo, svuotiamoli completamente di senso, e assumiamoli come oggetti di P. "5", "7", "4567", intesi come pure forme, si chiamano "numerali". I "numeri" sono solo gli oggetti matematici che convenzionalmente essi indicano. Noi, a differenza di Gödel, abbiamo convertito gli oggetti originari di P nei "numerali", non nei "numeri". Questo ha comportato una esposizione notevolmente appesantita dal punto di vista linguistico, ma, crediamo, un poco alleggerita dal punto di vista concettuale. Ci si potrebbe obiettare: 1) per possedere la successione dei numerali bisogna avere la nozione dei numeri; 2) se i numeri vengono poi utilizzati lo stesso, tanto vale introdurli prima. Noi risponderemmo: 1) certo, ma anche per possedere la successione "0", "s0", "ss0", "sss0", … serve la nozione dei numeri; 2) è ovvio che quel che abbiamo fatto è stato solo esplicitare quel che Gödel dice nella nota citata. Però, ci pare che questa esplicitazione sia utilissima per due motivi. Innanzitutto mette in evidenza che anche dopo la numerazione il sistema P rimane strettamente formale. Poi, suggerisce la suggestiva idea che, come i numerali non sono altro che una rappresentazione formale dei numeri, così tutta la comunicazione scritta (matematica classica compresa) è in un certo senso "formale". Abbiamo dato la numerazione specificando caso per caso come si "traducono" in numerali, le costanti, le variabili, i segni di tipo n, le formule, le successioni finite di segni e le successioni finite di successioni finite di segni (in G31 si dà solo il metodo generale della numerazione). Dopo abbiamo inserito alcune pagine di osservazioni esplicative. Tra di esse c'è anche la dimostrazione (assente in G31) che l'insieme delle successioni finite di segni di P è in corrispondenza biunivoca con un sottoinsieme proprio di N. Questo vuol dire che: detti "numeri di Gödel" quei numeri naturali che tramite la numerazione esprimono un costrutto di P: 1) non tutti i numeri naturali sono numeri di Gödel ; 2) dato un numero di Gödel, esiste un unico costrutto di P espresso da quel numero; 3) dato un costrutto di P, esiste un unico numero di Gödel ad esso associato.

Definizioni: mentre in G31 sono date 46 definizioni, noi ne diamo 49. Delle 46 definizioni di G31 abbiamo modificato solo i commenti tra parentesi. In essi noi abbiamo continuato a distinguere tra numeri e numerali (tale distinzione è stata comunque mantenuta fino alla fine). Ad esempio, a commento della definizione x Gen y Gödel dice che il numero x Gen y è la GENERALIZZAZIONE della FORMULA y rispetto alla VARIABILE x (dove x e y sono numeri), noi diciamo che il numerale corrispondente al numero x Gen y è la GENERALIZZAZIONE della FORMULA che è il numerale corrispondente al numero y rispetto alla VARIABILE che è il numerale corrispondente al numero x. La definizione 47 è propedeutica alle 48 e 49 che definiscono in termini di relazioni numeriche le nozioni di coerenza e ω-coerenza (Gödel non dà queste definizioni).

Completezza e coerenza: all'inizio c'è il teorema (Teorema 9 qui, Teorema V in G31) che dimostra come ogni relazione numerica è "rappresentabile" in P ( questa dimostrazione l'abbiamo citata testualmente da G31. Per la verità Gödel ne dà solo un accenno. Una dimostrazione rigorosa si può trovare nella Introduzione alla logica matematica di E. Mendelson, citata in bibliografia). Poi diamo la definizione di "relazione numerica decidibile" sia relativamente a P, che a quei sistemi derivati da P tramite un preciso procedimento specificato. (Queste definizioni sono date in G31 in modo discorsivo nei commenti al teorema di incompletezza). Immediatamente dopo abbiamo formulato le analoghe delle definizioni 44, 45, 46, 48, 49, del teorema sulla rappresentabilità e della definizione di decidibilità , per quei sistemi derivati da P. (Questa parte è solo accennata da Gödel in modo discorsivo, sempre nei commenti al teorema di incompletezza). Dopo c'è il teorema di incompletezza: la nostra formulazione è leggermente diversa da quella di G31, ma questo è dovuto alle diverse definizioni da noi precedentemente introdotte; la nostra dimostrazione segue fedelmente quella di G31. Subito dopo abbiamo raccolto in due corollari dei casi particolari del teorema, che in G31 sono accennate sempre nei commenti. Seguono alcune osservazioni e il teorema di indimostrabilità della coerenza, in cui seguiamo la dimostrazione "solo brevemente delineata" da Gödel, cercando solo di essere meno sintetici dell'originale.

Corrispondenza dei simboli

I simboli alla sinistra dei puntini sono quelli da noi utilizzati, quelli alla destra sono quelli di G31. Se un simbolo non compare in questo elenco vuol dire che l'utilizzo che se ne è fatto qui è identico a quello che se ne è fatto in G31.
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Il simbolo Sgc qui utilizzato non compare in G31.

Quelli che qui abbiamo chiamato Teorema 9, Teorema di Incompletezza e Teorema di Indimostrabilità della Coerenza corrispondono rispettivamente a quelli che in G31 sono chiamati Teorema V, Teorema VI, TeoremaXI.

Le parti discorsive citate letteralmente da G31 saranno scritte in corsivo minuscolo non virgolettate
. 

Abbiamo espresso la negazione logica della metateoria con il simbolo "¬" anteposto all'ente logico da negare, mentre in G31 si usa la barra soprascritta "
[image: image4.wmf]". Il simbolo "¬" sarà sempre riferito al contenuto delle parentesi che si aprono immediatamente dopo di esso. 

Nella metateoria non c'è alcuna distinzione tra parentesi tonde, quadre e graffe. 

FUNZIONI E RELAZIONI RICORSIVE

Def 1 Una funzione numerica è una qualsiasi funzione f: Nn
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N, con n
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1.

Def 2 Una funzione numerica f: Nn
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N si dice calcolabile se 
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 (x1,…,xn)
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Nn il numero naturale f(x1,…,xn) può essere determinato con un numero finito di passaggi.

Teorema 1

1. La funzione successore f: N
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N tc x
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x+1 è calcolabile.

2. La funzione costante f: Nn
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N tc (x1,…,xn)
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k è calcolabile.

3. La funzione proiezione i-esima f: Nn
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N tc (x1,…,xn)
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xi è calcolabile. 

Dim

1. Vero per la definizione di N che si genera per applicazione del concetto di "successivo".

2. Ovvio.

3. Ovvio.

■

Teorema 2: Schema di Sostituzione

Date le funzioni numeriche calcolabili g: Ns
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N e h1,…,hs: Np
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N, con s,p
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1 
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 la funzione numerica f: Np
[image: image20.wmf]®

N tc (x1,…,xp)
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g(h1(x1,…,xp),…,hs(x1,…,xp)) è calcolabile.

Dim
1. hi tutte calcolabili 
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 gli argomenti di g sono tutti determinati in un numero finito di passaggi.                                      

2. g calcolabile.

Da 1 e 2 segue che f(x1,…,xp) è determinato in un numero finito di passaggi, cioè f è calcolabile.

■

Teorema 3: Schema di Induzione

Dati m1,…,mr
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N ("parametri") e date le funzioni numeriche calcolabili g: Nr
[image: image24.wmf]®

N e h: Nr+2
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N 
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 la funzione numerica f: {(m1,…,mr)}
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N
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N tc   f(m1,…,mr,0)=g(m1,…,mr)

f(m1,…,mr,n+1)=h(m1,…,mr,n,f(m1,...,mr,f(m1,...,mr,n))

è calcolabile.

Dim

Dimostriamo il teorema per r=0, cioè dimostriamo che:

"dato k
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N e data la funzione numerica calcolabile h: N2
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 N 
[image: image31.wmf]Þ

 la funzione numerica f: N
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N tc

f(0)=k

f(n+1)=h(n,f(n)) è calcolabile".                                

· f(0) si conosce ed è k.

· f(1)=h(0,k) si determina in un numero finito di passaggi perché h è calcolabile e i suoi argomenti sono determinati.

· f(2)=h(1,f(1)) si determina in un numero finito di passaggi perché f(1) è determinabile in un numero finito di passaggi ed h è calcolabile.

…….e così di seguito.

■ 

Def 3 Una funzione ricorsiva primitiva è una qualsiasi funzione numerica f per cui è vera una delle seguenti affermazioni:

a) f è la funzione successore;

b) f è la funzione costante ;

c) f è la funzione proiezione i-esima;

d) f è ottenuta da funzioni ricorsive primitive tramite SS;

e) f è ottenuta da funzioni ricorsive primitive tramite SI.

Osservazioni

1. f ricorsiva primitiva 
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(
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/

) f calcolabile.

2. Si noti che per definizione la classe delle funzioni ricorsive primitive è chiusa rispetto a SS e a SI. Quindi i Teoremi 2 e 3 continuano a sussistere se invece di prendere funzioni computabili ci si limita a prendere funzioni ricorsive primitive ( naturalmente la funzione f in essi definita sarà ricorsiva primitiva, non solo calcolabile).

3. Dalla Def 3 si vede che una funzione ricorsiva primitiva f è definita da una successione di funzioni ricorsive primitive f1,…,fk. Si chiama grado di f la lunghezza k della successione più breve che la definisce
.

Def 4 Una relazione numerica a n posti è un qualsiasi sottoinsieme R di Nn.

Def 5 Una relazione numerica a n posti R
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Nn si dice ricorsiva primitiva se esiste una funzione ricorsiva primitiva f: Nn
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N tale che 
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 (x1,…,xn)
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Nn si ha che: R(x1,…,xn)
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 f(x1,…,xn)=0, cioè se R={(x1,…,xn)
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Nn | f(x1,…,xn)=0}. 

Osservazioni
4. Dalla Def 5 si capisce che, grazie alla calcolabilità di f, una relazione ricorsiva primitiva R è un sottoinsieme "decidibile" di N, cioè: dati comunque n numeri x1,…,xn si può stabilire con un numero finito di passaggi se essi sono in relazione tra loro secondo R, ovvero se (x1,…,xn)
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 R, oppure no.

5. Naturalmente una relazione numerica a un posto è una classe, cioè un insieme, di naturali.

Teorema 4
Le funzioni f,g,h: N2
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N tc f(x1,x2)=x1+x2, g(x1,x2)=x1·x2, h(x1,x2)=x1x2 e le relazioni R={(x1,x2)
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N2 | x1<x2} e S={(x1,x2)
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N2 | x1=x2} sono ricorsive primitive.

Dim
Le funzioni f,g e h sono ricorsive primitive poiché possono essere definite come segue:

f   x1+0=x1
  x1+(x2+1)=(x1+x2)+1

g  x1·0=0

  x1·(x2+1)=(x1·x2)+x2
h  x10=1

  x1(x2+1)=x1x2·x2

La relazione R lo è poiché risulta:

R={(x1,x2)
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N2 | d(x1+1,x2)=0} dove

differenza simmetrica   d(x1,0)=x1            

                   d(x1,x2+1)=pr(d(x1,x2))  

predecessore          pr(0)=0

                   pr(x1+1)=x1
con pr ricorsiva primitiva (e di conseguenza anche d).

La relazione S lo è poiché risulta:

S={(x1,x2)
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N2 | d(x1,x2)+d(x2,x1)=0}.

■

Def 6

Date due qualsiasi relazioni numeriche a n posti R e S definiamo le seguenti relazioni numeriche:

¬R={(x1,…,xn)
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Nn | (x1,…,xn)
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R}

R
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S={(x1,…,xn)
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Nn | (x1,…,xn)
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R
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S}

R&S={(x1,…,xn)
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Nn | (x1,…,xn)
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R
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S}.

Teorema 5

Se R e S sono due relazioni numeriche ricorsive primitive allora lo sono anche ¬R, R
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S, R&S.

Dim

Siano f,g: Nn
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N le funzioni rappresentative di R e S, cioè:

R={(x1,…,xn)
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Nn | f(x1,…,xn)=0}

S={(x1,…,xn)
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Nn | g(x1,…,xn)=0}.

· h1:N
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N tc h1(x)=0,se x>0 e h1(x)=1 se x=0 , è ricorsiva primitiva per il Teorema 4
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 h2:Nn
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N tc h2(x1,…,xn)= h1 (f(x1,…,xn)) lo è per SS
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 ¬R={(x1,…,xn)
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Nn | h2 (x1,…,xn)=0} è ricorsiva primitiva.

· h3: N2
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N tc h3(x1,x2)=1 se x1>0 e x2>0 e h3(x1,x2)=0 altrimenti, è ricorsiva primitiva per il Teorema 4
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 h4: Nn
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N tc h4(x1,…,xn)= h3(f(x1,…,xn), g(x1,…,xn)) lo è per SS 
[image: image68.wmf]Þ

 R
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S={(x1,…,xn)
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Nn | h4(x1,…,xn)=0} è ricorsiva primitiva.

· h5: N2
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N tc h5(x1,x2)=0 se x1=0 e x2=0 e h5(x1,x2)=1 altrimenti, è ricorsiva primitiva per il Teorema 4
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 h6:Nn
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N tc h6(x1,…,xn)= h5(f (x1,…,xn),g (x1,…,xn)) lo è per SS 
[image: image74.wmf]Þ

 R&S={(x1,…,xn)
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Nn | h6 (x1,…,xn)=0}è ricorsiva primitiva.

■

Teorema 6

Se f,g: Nn
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N sono ritorsive primitive 
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 la relazione R={(x1,…,xn)
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Nn | f(x1,…,xn)=g(x1,…,xn)} è ricorsiva primitiva.

Dim

h7: N2
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N tc h7(x1,x2)=0 se x1=x2 e h7(x1,x2)=1 altrimenti, è ricorsiva primitiva per il Teorema 4
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 h8:Nn
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N tc h8(x1,…,xn)= h7(f(x1,…,xn),g (x1,…,xn)) lo è per SS 
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 R={(x1,…,xn)
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Nn | h8(x1,…,xn)=0} è ricorsiva primitiva .

■                  

Teorema 7

Se la funzione f: Nn
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N e la relazione R
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 Nn+1 sono ricorsive primitive, allora lo sono anche le relazioni S,T
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 N2n e la funzione g: N2n
[image: image87.wmf]®

N definite da:

S={(x1,…,xn,y1,…,yn)
[image: image88.wmf]Î

 N2n | 
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 k
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N tc k
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 f (x1,…,xn) e (y1,…,yn,k)
[image: image92.wmf]Î

R}

T={(x1,…,xn,y1,…,yn)
[image: image93.wmf]Î

 N2n | 
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 k
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N tc k
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 f (x1,…,xn) 
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 (y1,…,yn,k)
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R}

g(x1,…,xn,y1,…,yn)=min{k
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N | k
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 f (x1,…,xn) e (y1,…,yn,k)
[image: image101.wmf]Î

R} ( se il minimo non esiste si pone g(x1,…,xn,y1,…,yn)=0).

Dim 

R ricorsiva primitiva 
[image: image102.wmf]Þ
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 h9:Nn+1
[image: image104.wmf]®

N ricorsiva primitiva tc R={(x1,…,xn,k)
[image: image105.wmf]Î

Nn+1 | h9(x1,…,xn,k)=0}.

Da SI si può definire la funzione ricorsiva primitiva h10: (x1,…,xn)
[image: image106.wmf]´

N
[image: image107.wmf]®

N tc

h10(x1,…,xn,0)=0

h10(x1,…,xn,k+1)=(k+1)a+ h10(x1,…,xn,k)h1(a), dove

a=h1[h1(h9(x1,...,xn,0))]·h1[h9(x1,...,xn,k+1)]·h1[h10(x1,...,xn,k)].

Dalla definizione di h1 si deduce che:

h10(x1,…,xn,k+1)=k+1, se a=1

h10(x1,…,xn,k+1)= h10(x1,…,xn,k), se a=0.

Dalla definizione di a si deduce che:

a=1 
[image: image108.wmf]Û

 tutti e tre i suoi fattori sono 1 
[image: image109.wmf]Û

 h9(x1,...,xn,0) > 0 e h9(x1,...,xn,k+1)=0 e h10(x1,…,xn,k)=0 
[image: image110.wmf]Û

 (x1,...,xn,0)
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¬R e (x1,...,xn,k+1)
[image: image112.wmf]Î

R e h10(x1,…,xn,k)=0.

Quindi, detto z= min{k
[image: image113.wmf]Î

N | (x1,...,xn,k)
[image: image114.wmf]Î

R}, si ha che:

h10(x1,…,xn,k)=0, se k<z

h10(x1,…,xn,k)=z, se k
[image: image115.wmf]³

z.

Allora:

· g è ricorsiva primitiva perché risulta g(x1,…,xn,y1,…,yn)= h10(x1,…,xn, f (x1,…,xn)) e per la ricorsività
 di f.

· S è ricorsiva primitiva perché risulta S={(x1,…,xn,y1,…,yn)
[image: image116.wmf]Î

 N2n | (y1,…,yn, g (x1,…,xn,y1,…,yn))
[image: image117.wmf]Î

R} e per la ricorsività di R.  

· La ricorsività di T deriva dalla ricorsività di S e dalla ricorsività della negazione di una relazione ricorsiva.

■

PRESENTAZIONE DEL SISTEMA P

Segni di P

                                                                     Costanti

[image: image491.wmf]Î

[image: image492.wmf]Î
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                               Segni primitivi                                      di tipo 1  
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                                                                      Variabili         di tipo 2

[image: image496.wmf]"
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v

Segni                                                                                
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                   Segni di tipo 1                                                           
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        Segni di tipo 2
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Costanti: 0, s, ~, 
[image: image127.wmf]Ú

, 
[image: image128.wmf]"

, (, ).

Individuo: una delle successioni di costanti 0, s0, ss0, sss0,… . 

Variabili:

· di tipo 1: x1, y1, z1
,…(per individui);

· di tipo 2: x2, y2, z2,…(per classi di individui);

· di tipo 3: x3, y3, z3,…(per classi di classi di individui);

  
[image: image129.wmf]M
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[image: image132.wmf]M
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Segno di tipo 1: una delle successioni di segni a, sa, ssa, sssa,…. dove a è "0" o una variabile di tipo 1.

Segno di tipo n (con n > 1): variabile di tipo n.

Regole di formazione

1. Una formula elementare è una qualsiasi successione di segni che si ottiene dallo schema a ( b ), se si sostituisce a b un segno di tipo n e ad a un segno di tipo n + 1 (per qualsiasi n 
[image: image134.wmf]³

 1).

2. La classe delle formule è la più piccola classe che contiene tutte le formule elementari e tale che se le formule elementari a e b vi appartengono, allora vi appartengono anche ~(a), (a)
[image: image135.wmf]Ú

(b), 
[image: image136.wmf]"

x(a), dove x è una variabile.

3. Una formula-proposizione è una qualsiasi formula dove non compaiono variabili libere
.

4. Un segno di relazione a n posti è una qualsiasi formula in cui le variabili libere sono esattamente n e tutte di tipo 1.

5. Un segno di classe è un segno di relazione a un posto.

6. Sost a(
[image: image137.wmf]b

v

) è la formula che si ottiene da a sostituendo ogni occorrenza libera di v con b
 (dove a è una formula, v una variabile e b è un segno dello stesso tipo di v).

7. Si dice che una formula a è un innalzamento di tipo di una formula b se a si ottiene da b aumentando il tipo di ogni variabile che occorre in b di uno stesso valore numerico.

Abbreviazioni

Nel seguito, solo per essere più sintetici, si useranno dei segni che non appartengono a P ma indicano precisi costrutti sintattici di P.

Essi sono: 
[image: image138.wmf]É

, =, 
[image: image139.wmf]$

, ·, 
[image: image140.wmf]º

.

Diamo qui, una volta per tutte, il loro "significato".

Se a e b sono due formule e x è una variabile, allora:

· "a
[image: image141.wmf]É

b" sta per "~a
[image: image142.wmf]Ú

b";

· "x1=y1" sta per "
[image: image143.wmf]"

x2(x2(x1)
[image: image144.wmf]É

x2(y1))";

· "
[image: image145.wmf]$

x1(a)"sta per "~
[image: image146.wmf]"

x(~a)";

· "a·b" sta per "~(~a
[image: image147.wmf]Ú

~b)";

· "a
[image: image148.wmf]º

b" sta per "(a
[image: image149.wmf]É

b)·(b
[image: image150.wmf]É

a)".

Assiomi


I

1. ~(sx1=0)

2. sx1=sy1
[image: image151.wmf]É

x1=y1
3. x2(0)·
[image: image152.wmf]"

x1(x2(x1)
[image: image153.wmf]É

x2(sx1))
[image: image154.wmf]É
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x1(x2(x1))

II     
Tutte le formule che si ottengono dai seguenti schemi sostituendo delle formule qualsiasi a p, q, r :

1. p
[image: image156.wmf]Ú

p
[image: image157.wmf]É

p

2. p
[image: image158.wmf]É

p
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q

3. p
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q
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q
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p

4. (p
[image: image163.wmf]É

q)
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(r
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p
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r
[image: image167.wmf]Ú

q)

III

Tutte le formule che si ottengono dai seguenti schemi sostituendo:

· al posto di a una formula;

· al posto di v una variabile;

· al posto di c un segno dello stesso tipo di v, che non contiene nessuna variabile che risulta vincolata in a in un posto dove occorre libera v;

· al posto di b una formula in cui non occorre libera v.

1. 
[image: image168.wmf]"

v(a)
[image: image169.wmf]É

Sost(
[image: image170.wmf]c

v

)

2. 
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v(b
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a)
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b
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v(a)

IV

Tutte le formule che si ottengono dal seguente schema sostituendo:

· al posto di v una variabile;

· al posto di u una variabile di tipo di 1 superiore a v;

· al posto di a una formula che non contiene libera u.

1. (
[image: image176.wmf]$

u)(
[image: image177.wmf]"

v(u(v)
[image: image178.wmf]º

a))

V

Tutele formule che si ottengono per innalzamento di tipo dalla seguente formula:

1. 
[image: image179.wmf]"

x1(x2(x1)
[image: image180.wmf]º

y2(x1))
[image: image181.wmf]É

x2=y2
Regole di derivazione

1. Una formula c si dice conseguenza immediata delle formule a e b se a è la formula (~(b))
[image: image182.wmf]Ú

(c).

2. Una formula c si dice conseguenza immediata della formula a se c è la formula 
[image: image183.wmf]"

v(a) (dove v è una variabile).

3. Si dice classe delle formule dimostrabili la più piccola classe di formule che contiene gli assiomi ed è chiusa rispetto alla relazione "conseguenza immediata". 

Alcune definizioni metateoriche

Def 7 Diremo il sistema P coerente se è soddisfatta una delle due seguenti condizioni equivalenti:

a) non esiste nessuna formula F tale che sia F sia la sua negazione (~F) sono formule dimostrabili;

b) esiste al meno una formula F che non è una formula dimostrabile.

Dim 

Dimostriamo che a)
[image: image184.wmf]Û

b).

· a)
[image: image185.wmf]Þ

b) Ovvio

· b)
[image: image186.wmf]Þ

a) Sia per assurdo falsa a). Allora esiste una formula F tale che sia F sia la sua negazione (~F) sono formule dimostrabili.

Sia Q una qualsiasi altra formula.

Allora:

(~(~F))
[image: image187.wmf]Ú

((~F)
[image: image188.wmf]Ú

Q) è un assioma derivato dallo schema II-2.;

(~F)
[image: image189.wmf]Ú

Q è una formula dimostrabile in quanto è conseguenza immediata di (~F) e di (~(~F))
[image: image190.wmf]Ú

((~F)
[image: image191.wmf]Ú

Q);

Q è una formula dimostrabile in quanto è conseguenza immediata di F e di (~F)
[image: image192.wmf]Ú

Q, il che contraddice b), per cui a) deve essere vera.

■

Def 8

Diremo il sistema P 
[image: image193.wmf]w

-coerente se non esiste nessun segno di classe a per cui, detta v la sua variabile libera, le due seguenti affermazioni sono entrambe vere:

· Sost a(
[image: image194.wmf]b

v

) è una formula dimostrabile, qualunque sia il segno di tipo 1 b;

· ~(
[image: image195.wmf]"

v(a)) è una formula dimostrabile.

Def 9

Se k è una qualsiasi classe di formule di P, definiamo Pk come il sistema che ha:

· come segni gli stessi di P;

· come regole di formazione le stesse di P;

· come k-assiomi
 tutti gli assiomi di P e tutte le formule di k;

· come regole di derivazione le stesse di P
.

Osservazione

I concetti di "coerenza" e di "
[image: image196.wmf]w

-coerenza" definiti per P si definiscono in modo identico per Pk.

Teorema 8


[image: image197.wmf]w

-coerenza 
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 (
[image: image199.wmf]Ü

/

) coerenza.

Dim

Dimostriamo solo l'implicazione 
[image: image200.wmf]Þ

. Se non esiste nessun segno di classe a tale che Sost a ( 
[image: image201.wmf]b

v

 ) è dimostrabile qualunque sia il segno di tipo 1 b, allora preso un segno di classe a' con la variabile v esisterà un segno di tipo 1 b' tale che Sost a' (
[image: image202.wmf]'

b

v

) non è una formula dimostrabile. Dunque P è coerente per la b) della Def 7. Se esiste nessun segno di classe a tale che Sost a ( 
[image: image203.wmf]b

v

 ) è dimostrabile qualunque sia il segno di tipo 1 b, allora, essendo P ω-coerente, la formula ~(
[image: image204.wmf]"

v(a)) non è dimostrabile, quindi P è coerente.

■

NUMERAZIONE

Per il buon funzionamento di un sistema formale non è influente la scelta dei simboli grafici che si utilizzano.

Ad esempio, se per il nostro sistema P avessimo preso come costanti:

"╖", "╦", "╬", "╞", "╟", "┬", "║", oppure:

"●", "◘", "☺", "☻", "☼", "♀", "♂", anziché:

"0", "s", "~", "
[image: image205.wmf]Ú

", "
[image: image206.wmf]"

", "(", ")",

il cambiamento sarebbe stato solo estetico, non logico.

Così pure per le variabili e in generale per tutti i segni di P.

Noi scegliamo di convertire i simboli dati (in "Presentazione del sistema P") come segni primitivi di P (cioè costanti e variabili) in alcuni dei simboli grafici arabi con i quali comunemente si indicano i numeri naturali ( i simboli grafici che indicano numeri maggiori di 9, come 12, 131, 41756 ecc, li considereremo singoli simboli, non sequenze dei simboli 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9).

D'ora in poi chiameremo numerali i simboli grafici indicanti i numeri naturali.

Passeremo poi a convertire sequenze di numerali (quindi anche le "formule" di P) nel solo numerale corrispondente al numero che è l'immagine dei numeri corrispondenti ai numerali della sequenza tramite una certa funzione numerica.

Così ogni sequenza di sequenze di segni di P sarà convertita in una sequenza di numerali.

Il ragionamento fatto si potrà ripetere per tale sequenza così che anche essa potrà essere convertita in un solo numerale.

E così di seguito.

Il risultato sarà che un "brano" più o meno lungo, sintatticamente ben formato secondo le regole di P, potrà essere convertito in un solo numerale.

Inoltre, dato un qualsiasi numerale si potrà dire in modo certo, con un numero finito di passaggi, se indica un "brano" di P e, se si, si potrà ricostruire tale "brano" da quel numerale.

C'è da fare ultima osservazione prima di procedere.

Si è detto sopra che dato un "brano" di P è possibile, tramite la numerazione, convertirlo in un numerale e viceversa. Questo modo di esporre la questione è molto efficace per comprendere quel che si farà, ma non è completamente esatto. Infatti, una volta che tutti i segni di P (quelli dati in "Presentazione del sistema P") saranno stati convertiti in numerali, ci si dovrà scordare della prima veste grafica di P e considerare la nuova come unica.

Quindi, per esempio, una "variabile di tipo 1" non sarà "x1" ma "17"; così l'assioma I-1 non sarà "~(sx1=0)" ma un numerale, ad esempio "46725361113" (è solo un esempio, non è esatto).

Tali numerali non dovranno essere "decriptati" per avere senso in P, perché essi sono scritti nell'unico linguaggio con cui P sa esprimersi.

Procediamo con la numerazione.

Costanti: convertiamo le costanti in numerali come segue:

"0"……1        "
[image: image207.wmf]Ú

" ……7         ")"……13

"s"……3        "
[image: image208.wmf]"

"……9         

"~"……5        "("……11

Variabili: convertiamo le variabili di tipo n "xn", "yn", "zn",… nei numerali corrispondenti ai numeri pn, qn, rn,… dove p, q, r,… sono 17, 19, 23,… , cioè i numeri primi in ordine crescente, strettamente maggiori di 13.

Segni di tipo n: un segno di tipo n è :

· se n=1, una successione di a (dove è "0" oppure una variabile di pipo 1) e di "s", quindi una successione di segni primitivi;

· se n>1, una variabile di tipo n, quindi un segno primitivo.

Quindi (tramite la numerazione di costanti e variabili) a ogni segno di P è associato un numerale o una successione finita di numerali.

Formule
: una formula è una successione finita di segni, quindi (tramite la numerazione dei segni) a ogni formula è associata una successione finita di numerali.

Successioni finite di segni: a ogni successione finita di segni di P si è associata (tramite la numerazione dei segni) una successione finita di numerali: n1,n2,…,nk
. Ad essa associamo in modo unico il numerale corrispondente al numero 2n1·3n2·…·pknk 
, dove le basi dei vari fattori sono i primi k numeri primi in ordine crescente.

Successioni finite di successioni finite di segni: a ogni successione finita di successioni finite di segni di P si è associata (tramite la numerazione delle successioni finite di segni) una successione finita di numerali: n1,n2,…,nk
. 
Ad essa associamo in modo unico il numerale corrispondente al numero 2n1·3n2·…·pknk
, dove le basi dei vari fattori sono i primi k numeri primi in ordine crescente.

Così pure si può procedere per assegnare un unico numerale ad una successione di successioni di successioni di segni di P; ed oltre.

Osservazione

Si noti che con la numerazione di successioni di successioni di segni di P, si è assegnato un unico numerale ad ogni successione finita di formule di P, quindi anche (come si diceva sopra) a qualsiasi "brano" sintatticamente ben formato di P.

Relazioni fra successioni finite di segni
: data una relazione R fra successioni di segni di P, ad essa associamo la relazione numerica R' tale che:

R'(x1,…,xn) 
[image: image209.wmf]Û

 esistono a1,…,an successioni di segni di P tc:

1. xi=Φ(ai) per ogni i=1,…,n;

2. R(a1,…,an),

dove con Φ(ai) si intende il numero corrispondente al numerale associato ad ai tramite la numerazione delle successioni finite di segni
.

Osservazioni
1. L'importanza del precedente punto (cioè della numerazione delle relazioni fra successioni finite di segni) è evidente se si nota che, data una successione a di segni di P, le affermazioni metateoriche del tipo "a è una formula", "a è un segno di classe",… affermano che a appartiene a delle precise relazioni fra successioni di segni di P a un posto, date nelle definizioni di "classe delle formule", "segno di classe",…(nella "Presentazione del sistema P"). 

Ad esempio:

classe delle formule
[image: image210.wmf]º

{abcd
[image: image211.wmf]Î

P'‌‌‌‌‌‌‌‌│b è "("; d è ")"; c è un segno di tipo n; a è un segno di tipo n+1}
.‌‌

2. L'insieme di tutte le successioni finite di segni di P è in corrispondenza biunivoca (tramite la numerazione) con un sottoinsieme proprio G di N.

Chiameremo G insieme di Gödel e i suoi elementi numeri di Gödel.

Diamo una veloce dimostrazione di quanto affermato.

· G
[image: image212.wmf]Ì
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N
Affinché un numero n>13 sia un numero di Gödel deve essere della forma: 2n1·3n2·…·pknk oppure della forma pn con p>13 primo. Ma non tutti i numeri maggiori di 13 hanno questa forma.

Ad esempio 20=22·5.

· Dato n
[image: image214.wmf]Î

G esiste una unica successione di segni di P (o successione di successioni,…) tale che n è il suo numero di Gödel.

Diamo un algoritmo che "decifra" un numero di Gödel.

a) Se n è dispari <15 esso è una costante; altrimenti passare a b).

b) Se n è la potenza m-esima di un primo >13 esso è una variabile; altrimenti passare a c).

c) Se n è il prodotto di potenze di primi successivi, a partire dal 2, esso è una formula o una successione di formule o una successione di successioni di formule o….: fare la scomposizione di n in fattori primi e riapplicare a) a ogni singolo esponente.

· Data una successione di segni di P il suo numero di Gödel è unico.
Questo è ovvio.

■ 

3. Diamo per maggior chiarezza la presentazione del sistema P   nella sua nuova veste grafica, dopo la numerazione.

                                                                     Costanti
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                               Segni primitivi                                      di tipo 1  
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                                                                      Variabili         di tipo 2
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Segni                                                                                
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                   Segni di tipo 1                                                           
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        Segni di tipo 2
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Costanti: 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13.

Individuo: una delle successioni di costanti 1, 3 1, 3 3 1, 3 3 3 1,… . 

Variabili:

· di tipo 1: 17, 19, 23…(per individui);

· di tipo 2: 172, 192, 232
…(per classi di individui);

· di tipo 3: 173, 193, 233…(per classi di classi di individui);
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Segno di tipo 1: una delle successioni di segni 1, 23·3x, 23·33·5x,… ….,23·33·…·pk-13·pkx,…. , dove x è 1 oppure una variabile di tipo 1.

Segni di tipo n (con n>1): variabile di tipo n.

Formula elementare: 2x·311·5y·713 , dove y è un segno di tipo n e x è un segno di tipo n+1, qualsiasi sia n.

E così via… . 

Come già detto, i numerali arabi, dalla numerazione in poi, vengono usati sia per indicare i naturali (come si fa comunemente) sia per indicare successioni (o successioni di successioni…) finite di segni di P.

Inoltre, visto che P contiene gli assiomi di Peano, esso è in grado di rappresentare l'aritmetica dei naturali: cioè con i segni di P so possono rappresentare i naturali e le loro proprietà.

Visto che come segni di P si sono presi i numerali arabi, in P i numeri naturali saranno rappresentati (nella interpretazione contenutistica di P che intende gli individui come numeri naturali) ancora con questi numerali, ma la corrispondenza tra essi e i numeri, in P, sarà totalmente diversa da quella che si usa comunemente.

Diamo come esempio la seguente tabella:

Numero
Numerale arabo
Numerale romano
Numerale in P "vecchio"
Numerale in P numerato

●

1
I
s0
24

●●
2
II
ss0
1080

●●●
3
III
sss0
189000


D'ora in poi , per essere sempre più chiari, gli "oggetti" di P, come "variabile", "formula",… , a numerazione avvenuta, li scriveremo in STAMPATO MAIUSCOLO: "VARIABILE", "FORMULA",… .

Inoltre le relazioni tra successioni di segni di P (che sono relazioni tra numerali) ed esprimono considerazioni metateoriche, come "la formula a è conseguenza immediata della formula b", "la formula a è dimostrabile",…, le vedremo, allo scopo che ci prefiggiamo, come relazioni tra i numeri che quei numerali indicano comunemente, e le scriveremo sempre in STAMPATO MAIUSCOLO: "la FORMULA a è CONSEGUENZA IMMEDIATA della FORMULA b", "la FORMULA a è DIMOSTRABILE",… .

Il fatto di vedere le relazioni tra i segni di P non come relazioni tra numerali (che in P non indicano altro che se stessi come puri simboli grafici. Essi sono, cioè, in P solo l'oggetto della sintassi), ma tra i numeri da essi comunemente indicati è il punto cruciale dell'articolo di Gödel: così facendo si può applicare la comune aritmetica a un sistema formale di cui l'aritmetica stessa è un modello; si possono "tradurre" le proprietà sintattiche di successioni (successioni di successioni,…) di simboli di P in proprietà aritmetiche dei numeri corrispondenti (tramite la corrispondenza comune, cioè quella araba) ai numerali che le rappresentano, anzi che sono.  

DEFINIZIONI
Definiamo 49 tra funzioni e relazioni numeriche, di cui le prima 45 e la 47-esima sono ricorsive primitive in virtù delle Def 3 e 5, e dei Teoremi 4, 5, 6 e 7.
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(Il numero x è divisibile per il numero y)
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(Il numero x è primo)
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(n Pr x è l'n-esimo primo contenuto nel numero x, cioè che divide x)
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 ( n + 1 ) · n !

(n ! è il fattoriale del numero n)
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 ( Pr (n ) ) ! + 1 & Prim ( y ) & y > Pr ( 0 ) ]

(Pr ( n ) è l'n-esimo in ordine crescente)
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(n Gl x è il numero che si trova all'esponente dell'n-esimo primo contenuto nel numero x, cioè all'esponente di n Pr x)

D7  l ( x ) 
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 x & y Pr x > 0 & ( y + 1 ) Pr x = 0 ]

(l ( x ) è il numero dei fattori primi del numero x)
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(* è la funzione * : N2 
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 N tale che se x = p1n1 · p2n2 · … ·prnr e y = p1m1· p2m2 · … · psms, dove pi è l'i-esimo primo, allora risulta x * y = p1n1 · p2n2 · … · prnr · pr+1m1 · pr+2m2 · … · pr+sms)

D9  R ( x ) 
[image: image261.wmf]º

 2x

D10 E ( x ) 
[image: image262.wmf]º

 R ( 11 ) * x * R ( 13 )
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 0

(Se i numeri n e x sono in relazione secondo Var, cioè se n Var x, allora il numerale corrisp
 al numerox è una VARIABILE DI TIPO n)

D12 Var ( x ) 
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(Il numerale corrisp al numero x è una VARIABILE)

D13 Neg ( x ) 
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 R ( 5 ) * E ( x )

(Il numerale corrisp al numero Neg ( x ) è la NEGAZIONE della FORMULA che è il numerale corrisp al numero x, sempre che esso sia una FORMULA)

D14 x Dis y 
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 E ( x ) * R ( 7 ) * E ( y )

(Il numerale corrisp al numero x Dis y è la DISGIUNZIONE delle FORMULE che sono i numerali corrisp ai numeri x e y, sempre che essi siano FORMULE)

D15 x Gen y 
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 R (9) * R ( x ) * E ( y )

(Il numerale corrisp al numero x Gen y è la GENERALIZZAZIONE della FORMULA che è il numerale corrisp al numero y rispetto alla VARIABILE che è il numerale corrisp al numero x, sempre che i numerali corrisp ai numeri x e y siano una FORMULA e una VARIABILE)
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 R ( 3 ) * n N x

D17 Z ( n ) 
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 n N [ R ( 1 ) ]

(Il numerale corrisp al numero Z ( n ) è il NUMERALE corrisp al numero n)
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 1 Var m ] & x = n N [ R ( m )] }

(Il numerale corrisp al numero x è un SEGNO DI TIPO 1)
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 x & n Var v & x = R ( v ) } ]

(Il numerale corrisp al numero x è un SEGNO DI TIPO n)
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(Il numerale corrisp al numero x è una FORMULA ELEMENTARE)

D21 Op ( x , y , z ) 
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 x & Var ( v ) & x = v Gen Y ]

(Il numerale corrisp al numero x è: la NEGAZIONE della FORMULA che è il numerale corrisp al numero y oppure la DISGIUNZIONE delle FORMULE che sono i numerali corrisp ai numeri y e z oppure esiste un numero v non maggiore di x tale che il corrisp numerale è una VARIABILE e il numerale corrisp al numero x è la GENERALIZZAZIONE della FORMULA che è il numerale corrisp al numero y rispetto a tale VARIABILE (sempre che i numerali corrisp a x e y siano FORMULE).
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 ( 
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 p , q ) [ 0 < p , q < n & Op ( n Gl x , p Gl x , q Gl x ) ] } & l ( x ) > 0

(Il numerale corrisp al numero x è una SUCCESSIONE DI FORMULE ognuna delle quali è una FORMULA ELEMENTARE oppure si ottiene dalle precedenti mediante le operazioni di NEGAZIONE, DISGIUNZIONE, GENERALIZZAZIONE).
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(Il numerale corrisp al numero x è una FORMULA)
.
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(La VARIABILE che è il numerale corrisp al numero v è VINCOLATA nella FORMULA che è il numerale corrisp al numero x nel posto n-esimo).
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(La VARIABILE che è il numerale corrisp al numero v è LIBERA nella FORMULA che è il numerale corrisp al numero x nel posto n-esimo).
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( Il numerale corrisp al numero v è una VARIABILE LIBERA nella FORMULA che è il numerale corrisp al numero x)
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 x & x = u * R ( n Gl x ) * v & z = u * y * v & n = l ( u ) + 1 ] }

( Su x ( 
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 ) è il numero che si ottiene dal numero x sostituendo l'esponente dell'n-esimo primo contenuto in x con il numero y, purché risulti 0 < n 
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 l ( x ) )

D28 0 Post v , x 
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 l ( x ) & v Lib p , x ] }

   ( k +1 ) Post v , x 
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 p) [ n < p < k Post v , x & v Lib p , x ] }

(Il numero k Post v , x è il ( k + 1 )-esimo posto (contato dalla fine) nella FORMULA che è il numerale corrisp al numero x in cui la VARIABILE che è il numerale corrisp al numero v occorre LIBERA in tale FORNULA. Se tale posto non c'è si pone k Post v , x = 0)
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 l ( x ) & n Post v , x =0 }

( A ( v , x ) è il numero di posti in cui la VARIABILE che è il numerale corrisp al numero v occorre LIBERA nella FORMULA che è il numerale corrisp al numero x)
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(Il numerale corrisp al numero Sbk ( x 
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v

 )è la FORMULA che si ottiene dalla FORMULA che è il numerale corrisp al numero x se in essa si sostituisce la VARIABILE che è il numerale corrisp al numero v nel k-esimo posto in cui occorre LIBERA con il SEGNO che è il numerale corrisp al numero y)
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(Il numerale corrisp al numero Sb ( x 
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v

 ) è la FORMULA che si ottiene sostituendo, nella FORMULA che è il numerale corrisp al numero x, ogni OCCORRENZA LIBERA della VARIABILE che è il numerale corrisp al numero v con il SEGNO che è il numerale corrisp al numero y)

D32
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 [ Neg ( x ) ] Dis y

b. x Et y 
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 Neg { [ Neg ( x ) ] Dis [ Neg ( y ) ] }

c. x Aeq y 
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 ( x Imp y ) Et ( y Imp x)

d. v Ex y 
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( Le FORMULE che sono i numerali corrisp ai numeri x e y sono nella relazione logica: 

a. x 
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 y;

b. x & y;

c. x 
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 y.

d. La VARIABILE e la FORMULA che sono i numerali corrisp ai numeri x e y sono nella relazione logica ( 
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 v ) y )
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 ( k Gl x > 13 & k Gl y = k Gl x [1 Pr ( k Gl x ) ]n ) ] }

(Il numerale corrisp al numero n Inn x è l'n-ESIMO INNALZAMENTO DI TIPO della FORMULA che è il numerale corrisp al numero x)

D34 Siano z1 , z2 , z3 i tre numeri i cui corrisp numerali sono gli ASSIOMI I-1, I-2, I-3.
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(Il numerale corrisp al numero x è uno dei tre ASSIOMI I-1, I-2, I-3)
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 x & Form ( y ) & x = ( y Dis y) Imp y ]

(Il numerale corrisp al numero x è un ASSIOMA che si ottiene per sostituzione dallo schema di ASSIOMI II-1)

Analogamente si definiscono Ass II-2, Ass II-3, Ass II-4.
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 Ass II-1 ( x ) 
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 Ass II-2 ( x ) 
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 Ass II-3 ( x ) 
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 Ass II-4 ( x )

(Il numerale corrisp al numero x è un ASSIOMA che si ottiene per sostituzione da uno dei 4 schemi di Assiomi II-1, II-2, II-3, II-4)
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 n & w = m Gl z & w Vinc n , y & v Lib n , y ]

( La FORMULA che è il numerale corrisp al numero z non contiene nessuna VARIABILE VINCOLATA nella FORMULA che è il numerale corrisp al numero y in un posto in cui è LIBERA la VARIABILE che è il numerale corrisp al numero v) 
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(Il numerale corrisp al numero x è un ASSIOMA che si ottiene per sostituzione dallo schema di ASSIOMI III-1)
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 x & Var ( v ) & Form ( p ) & ¬ (v Lib p) & Form ( q ) & x = [ v Gen ( p Dis q ) ] Imp [ p Dis ( v Gen q ) ] }

(Il numerale corrisp al numero x è un ASSIOMA che si ottiene per sostituzione dallo schema di ASSIOMI III-2)
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 u , v , y , n ) { u , v , y , n 
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(Il numerale corrisp al numero x è un ASSIOMA che si ottiene per sostituzione dallo schema di ASSIOMI IV-1)

D41 Sia z4 il numero corrisp al numerale che è l'Assioma V-1.
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(Il numerale corrisp al numero x è l'n-ESIMO INNALZAMENTO DI TIPO dell'ASSIOMA V-1. Se n = 0 allora è proprio quell'ASSIOMA)
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 Ass V-1 ( x ) 

(Il numero corrisp al numero x è un ASSIOMA)

D43 Cons ( x , y , z ) 
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(Il numerale corrisp al numero x è CONSEGUENZA IMMEDIATA delle due FORMULE che sono i numerali corrisp ai numeri y e z)
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 p , q ) [ 0 < p , q < n & Cons ( n Gl x , p Gl x , q Gl x ) ] } & l ( x ) > 0

(Il numerale corrisp al numero x è una FIGURA DI DIMOSTRAZIONE, cioè una successione finita di FORMULE ognuna delle quali o è un ASSIOMA o è CONSEGUENZA IMMEDIATA di due FORMULE che la precedono nella successione)

D45 x D y 
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 Fig ( x ) & [ l ( x ) ] Gl x = y

(Il numerale corrisp al numero x è una DIMOSTRAZIONE della FORMULA che è il numerale corrisp al numero y)
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(Il numerale corrisp al numero x è una FORMULA dimostrabile)
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 v & Var ( w ) & w Lib x }

(Il numerale corrisp al numero x è un SEGNO DI CLASSE)
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(Il SISTEMA
 P è COERENTE)
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(Il SISTEMA P è ω-COERENTE)

COMPLETEZZA E COERENZA
Teorema 9

Per ogni relazione numerica a n posti (qualunque sia n) ricorsiva primitiva R
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Nn esiste in P un SEGNO DI RELAZIONE a n posti r (con le VARIABILI LIBERE u1, u2, …, un
) tale che per ogni n-upla di numeri (x1,…, xn) si ha:
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Dim

Daremo solo un'idea della dimostrazione di questo teorema dal momento che, pur non presentando alcuna difficoltà di principio, è piuttosto lunga. Dimostreremo il teorema per tutte le relazioni R(x1,…, xn) della forma x1=ф(x2,…, xn) (dove ф è una funzione ricorsiva) e ragioneremo per induzione sul grado di ф. Per funzioni di grado 1 […] il risultato è banale. Supponiamo ora che ф abbia grado m: sarà allora stata ottenuta, mediante SS o SI,a partire da funzioni ф1,…, фk di grado inferiore. Poiché per ipotesi di induzione supponiamo che tutto sia già stato dimostrato per ф1,…, фk , ad esse corrisponderanno dei SEGNI DI RELAZIONE r1,…, rk per i quali valgono A e B. Entrambi i procedimenti di definizione grazie ai quali si ottiene ф a partire da ф1,…, фk (cioè SS e SI) possono essere formalmente riprodotti nel sistema P. Ma una volta fatto questo, da r1,…, rk si ottiene un nuovo SEGNO DI RELAZIONE r e, grazie all'ipotesi di induzione, si dimostra facilmente che anche per esso valgono A e B. 
■

Def 10 Una relazione numerica a n posti R
[image: image416.wmf]Ì

Nn si dice P-decidibile se esiste un SEGNO DI RELAZIONE a n posti r per cui valgono A e B.

Def 11 Un SEGNO DI RELAZIONE a n posti si dice P-DECIDIBILE se tramite A e B è associato a una relazione numerica a n posti P- decidibile.

Corollario
Ogni relazione numerica ricorsiva primitiva è P-decidibile.

Dim

Ovvia.

■

Sia k una qualsiasi classe di FORMULE.

Diamo per Pk le analoghe delle D44, D45, D46, D48, D49 e l'analoga del Teorema 9.

D44' Figk ( x ) 
[image: image417.wmf]º

 ( n ) [ n 
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 p, q ) { 0< p, q < n & Cons ( n Gl x , p Gl x , q Gl x ) ] } & l (x ) > 0

(Il numerale corrisp al numero x è una k-FIGURA DI DIMOSTRAZIONE)

D45' x Dk y 
[image: image425.wmf]º

 Figk ( x ) & [ l ( x ) ] =y

(Il numerale corrisp al numero x è una k-DIMOSTRAZIONE DELLA FORMULA cheè il numerale corrisp al numero y)

D46' Dimk ( x ) 
[image: image426.wmf]º

 ( 
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 y ) y Dk x

(Il numerale corrisp al numero x è una FORMULA k-DIMOSTRABILE)

D48' Coer (Pk ) 
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 ( 
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 x ) ( Form ( x ) & ¬ ( Dimk ( x ) )

(Il SISTEMA Pk è COERENTE)

D49' ω- Coer (Pk ) 
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 a ) { Sgc ( a ) & v Lib a & Dimk [ ( n ) Sb ( a 
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 ) ] & Dimk [ Neg ( v Gen a ) ] }

(Il SISTEMA Pk è ω- COERENTE)

Teorema 10
(x) [Dim (x) 
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 ) Dimk (x) ]

Dim
Segue dal fatto che ogni ASSIOMA è un k-ASSIOMA, ma non ogni k-ASSIOMA è un ASSIOMA.

■

Teorema 9'
Per ogni relazione numerica a n posti (qualunque sia n) ricorsiva primitiva R
[image: image435.wmf]Ì

Nn esiste un SEGNO DI RELAZIONE a n posti r (con le VARIABILI LIBERE u1, u2, …, un) tale che per ogni n-upla di numeri (x1,…, xn) si ha:

A'   R(x1,…, xn) 
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B'   ¬ R(x1,…, xn) 
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Dim
Segue dai Teoremi 9 e 10

■ 

Diamo per Pk anche gli analoghi delle Def 10 e 11 e del Corollario al Teorema 9.

Def 10' Una relazione numerica a n posti R
[image: image442.wmf]Ì

Nn si dice Pk-decidibile se esiste un SEGNO DI RELAZIONE a n posti r per cui valgono A' e B'.
Def 11' Un SEGNO DI RELAZIONE a n posti si dice Pk-DECIDIBILE se tramite A' e B' è associato a una relazione numerica a n posti Pk-decidibile.
Corollario

Ogni relazione numerica ricorsiva primitiva è Pk-decidibile.

Dim

Segue dal Teorema 9'

■

Teorema 11

P-decidibilità 
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 ) Pk-decidibilità

P-DECIDIBILITA' 
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 ) Pk- DECIDIBILITA'

Dim 

Segue dal Teorema 10

■

Def 12 Una classe k di FORMULE si dice RICORSIVA PRIMITIVA oppure P-DECIDIBILE oppure Pk-DECIDIBILE se è ricorsiva primitiva oppure P-decidibile oppure Pk-decidibile la classe dei numeri
 corrisp ai numerali che sono quelle FORMULE.
Def 13 Un SEGNO DI RELAZIONE si dice RICORSIVO PRIMITIVO SE è STATO ASSOCIATO AD UNA RELAZIONE RICORSIVA PRIMITIVA NEL MODO INDICATO NEL Teorema9.

Teorema di Incompletezza
Per ogni classe Pk-DECIDIBILE di FORMULE, con Pk ω-COERENTE, esistono SEGNI DI CLASSE RICORSIVI PRIMITIVI r tali che, detta v la VARIABILE LIBERA di r, risulta:

¬ [ DimK (v Gen r) ] & ¬ { DimK[ Neg ( v Gen r ) ] }

Dim 

Definiamo la relazione numerica a 2 posti:

C   Q(x,y) 
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 ¬ { x Dk [ Sb ( y 
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Poichè la relazione x Dk y (per le D44' e D 45') e la funzione Sb ( y 
[image: image449.wmf])
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(

z
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 ) (per D17 e D45) sono ricorsive primitive, la relazione Q è ricorsiva primitiva.

Allora, per il Teorema 9', esiste un SEGNO DI RELAZIONE q, con le VARIABILI LIBERE 17 e 19, tale che:

D   Q(x,y) 
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[image: image453.wmf])

x

(

z

17

 
[image: image454.wmf])

y

(

z

19

 )]

E   ¬[Q(x,y)] 
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 Dimk {Neg[ Sb ( q 
[image: image458.wmf])

x

(

z

17

 
[image: image459.wmf])

y

(

z

19

 )]}

Poniamo :

F   p = 17 Gen r

(il numerale corrisp al numero p è un SEGNO DI CLASSE in cui la VARIABILE LIBERA è il numerale 19) 

G   r =   Sb ( q 
[image: image460.wmf])
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(il numerale corrisp al numero r è un SEGNO DI CLASSE in cui la VARIABILE LIBERA è il numerale 17) 

Allora, da F e G segue che:

H   Sb( p 
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e da G segue che:

I    Sb ( q 
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Sostituendo p al posto di y in D ed E, si ottiene:

L   ¬ ( x Dk [17 Gen r] ) 
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 Dimk [Sb ( r 
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M   x Dk [17 Gen r] 
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Allora si può concludere che:

· ¬ [ DimK (17 Gen r) ]

Se per assurdo fosse DimK (17 Gen r), per D46' esisterebbe un numero n tale che n Dk [17 Gen r], cioè tale che il numerale ad essa corrispondente sarebbe la k-DIMOSTRAZIONE di 17 Gen r.

Allora per M si avrebbe che Dimk { Neg [Sb ( r 
[image: image471.wmf])

n

(

z

17

 )] } .

Si avrebbe perciò:

DimK (17 Gen r) 
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 Dimk {Neg [Sb ( r 
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Per cui Pk sarebbe NON COERENTE, quindi anche NON ω-COERENTE, contro le ipotesi.

· ¬{ DimK[ Neg ( 17 Gen r ) ] }

Da ¬ [ DimK (17 Gen r) ] e da D46' segue (n) ¬ (n Dk [17 Gen r]).

Allora, per L segue che (n) Dimk{[Sb (r 
[image: image475.wmf])

n
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z
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 ]} il che, insieme a DimK[ Neg ( 17 Gen r ) ] implicherebbe la NON ω-COERENZA di k, contro le ipotesi.

■

Corollario 1

Per ogni classe k Pk-DECIDIBILE di FORMULE, con Pk COERENTE, esistono SEGNI DI CLASSE RICORSIVI PRIMITIVI r tali che, detta v la VARIABILE LIBERA di r, risulta:

¬ [ DimK (v Gen r) ] & (n) (¬ { DimK[ Neg ( v Gen r ) ] })

Dim

Sia r lo stesso del Teorema.

· ¬ [ DimK (17 Gen r) ]

per lo stesso ragionamento fatto nel Teorema, dove infatti si è usata solo la COERENZA di Pk, non la ω- COERENZA.

· (n) (¬ { DimK[ Neg ( 17 Gen r ) ] })

Da ¬ [ DimK (17 Gen r) ] segue per la D46' che ¬(n Dk [17 Gen r]).

Quindi per L segue che (n) Dimk{[Sb (r 
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Allora per la COERENZA di Pk deve essere:

(n) (¬ { DimK[ Neg (Sb (r 
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■

Corollario 2

Poniamoci sotto le stesse ipotesi del Teorema. Sia k' la classe di FORMULE che contiene Neg (17 Gen r) e tutte le FORMULE di k.

Risulta che Pk' è COERENTE ma NON ω-COERENTE.

Dim

· Pk' è COERENTE

Se per assurdo Pk' non fosse COERENTE, ogni FORMULA sarebbe k'-DIMOSTRABILE, quindi anche 17 Gen r.

Di sicuro 17 Gen r non "discenderebbe" da Neg (17 Gen r), ma solo dagli altri k'-ASSIOMI, che sono i k-ASSIOMI.

Cioè 17 Gen r sarebbe k-DIMOSTRABILE , contro le ipotesi.

· Pk' è NON ω-COERENTE

Da ¬ [ DimK (17 Gen r) ]e da L segue che (n) Dimk{[Sb (r 
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Quindi (a maggior ragione) segue che (n) Dimk'{[Sb (r 
[image: image479.wmf])

n
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z
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 ]}il che, insieme a DimK'[ Neg (17 Gen r) ]
 implica la NON ω-COERENZA di Pk'.

■

Osservazioni

1. Il Teorema di Incompletezza e i due Corollari valgono anche nel caso in cui k è una classe finita di FORMULE (a parte quelle che si possono ottenere per INNALZAMENTO DI TIPO), poiché ogni classe finita di numeri è ricorsiva primitiva (quindi anche Pk-decidibile). Infatti, se a è il massimo dei numeri associati ai numerali che costituiscono k, si ha che: x 
[image: image480.wmf]Î

 k 
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 k & x =Inn n ]. Ciò permette di concludere, ad esempio, che anche facendo ricorso all'assioma di scelta (per tutti i tipi) o all'ipotesi generalizzata del continuo, e sempre che tali ipotesi siano ω-coerenti, non tutte le proposizionisono decidibili.
2. Il Corollario 2 dice che inserire la FORMULA, che non si può k-decidere, in k non risolve il problema, perché il SISTEMA k' così ottenuto sarebbe NON ω-COERENTE.

Teorema di Indimostrabilità della Coerenza

Se k
 è una classe Pk-DECIDIBILE
 di FORMULE, con Pk COERENTE, allora la FORMULA-PROPOSIZIONE che afferma la COERENZA di Pk non è k-DIMOSTRBILE
. 

Dim
Siano k, r, p, q, Q quelli del Teorema di Incompletezza.

Poiché in quest'ultimo per dimostrare che 17 Gen r non è k-DIMOSTRBILE abbiamo usato solo la COERENZA di k (e non la ω-COERENZA), risulta che:

N   Coer (k) 
[image: image486.wmf]Þ

 ¬ [ DimK (17 Gen r) ]

quindi per la D46' si ha:

O   Coer (k) 
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 (x) ¬ [ x Dk (17 Gen r ) ]

quindi per H:

P     Coer (k) 
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 (x) ¬ { x Dk [ Sb ( p 
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e per C:

Q   Coer (k) 
[image: image490.wmf]Þ

 (x) Q (x,p)

Da C, D, E si sa che la relazione numerica Q(x,y) è espressa in P dal SEGNO DI RELAZIONE q. Allora Q(x,p) è espressa in P dal SEGNO DI CLASSE r (basta sostituire p a y in D e considerare la I). 

Quindi la proposizione (x)Q(x,p) è espressa in P dalla FORMULA-PROPOSIZIONE 17 Gen r.

Si noti che P è un SISTEMA ASSIOMATICO FORMALE che, in una sua particolare interpretazione contenutistica, rappresenta l'aritmetica e i metodi di dimostrazione della matematica classica.Quindi tutte le definizioni e i Teoremi sulle funzioni calcolabili, le D1-…-D49 e le D44'-…-D49', i Teoremi 9, 10, 11, 12, i Teoremi di Incompletezza di Indimostrabilità della Coerenza, i loro Corollari, tutte le implicazioni contenute nelle dimostrazioni di questi Teoremi, le implicazioni N O P Q se intese applicate ai numeri e non ai numerali in esse coinvolti, le Def 10, 11, 10', 11', 13, possono essere espressi nel SISTEMA P.

Sia c la FORMULA-PROPOSIZIONE che esprime in P il concetto Coer (k).

Allora, essendo Q dimostrata nell'aritmetica, risulta che la FORMULA-PROPOSIZIONE c Imp (17 Gen r) è DIMOSTRABILE, quindi, per il Teorema 10, k-DIMOSTRABILE.

Se c fosse k-DIMOSTRABILE lo sarebbe anche 17 Gen r e, per N, Pk sarebbe NON COERENTE, contro le ipotesi.

■ 

Conclusione

La lettura dell'articolo di Gödel è stata un'esperienza totalmente diversa dalla lettura di qualsiasi altra pagina di matematica che ci è capitato di fare nel corso degli studi universitari. Quando si è arrivati in fondo all'ultima dimostrazione dell'ultimo teorema, la sensazione è quella di aver capito tutto e di non aver capito niente. Appena un concetto riesce ad emergere dalla nebbia dei simboli, per apparire finalmente chiaro, è la sua stessa chiarezza che porta alla individuazione di altri e ben più oscuri misteri. E questo processo pare non finire mai. 

E' certo che le difficoltà incontrate dipendono dai nostri scarsi studi logici preparatori. Non c'è dubbio. Tuttavia crediamo che ci sia qualcosa in G31 che lo renderebbe indigesto, almeno all'inizio, a chiunque. Una pagina di analisi o di geometria può essere incomprensibile, ma, leggendola e rileggendola, arriverà prima o poi il momento in cui la si comprende alla perfezione. L'impressione che si ha leggendo G31, invece, è la stessa che si prova di fronte ai problemi classici della teoria dei numeri, come il grande teorema di Fermat o la distribuzione dei numeri primi. Anche in G31, infatti, sono i numeri a giocare un ruolo essenziale. Essi, oltretutto, qui sono presenti in tre "ruoli" diversi: come elementi dell'intuizione, come interpretazione contenutistica degli individui di P e come strumento della metateoria. Non poche sono le suggestioni che questo intreccio ci ha suscitato. Esponiamo quella che più ci tormenta. Nel Teorema di Indimostrabilità della Coerenza si dice che tutte le definizioni e i risultati metateorici ottenuti sono esprimibili in P, poiché esso può esprimere formalmente l'aritmetica e i metodi classici di inferenza. Dunque anche il Teorema di Incompletezza è dimostrabile dentro P. Gödel, come si è visto, utilizza questo per trovare una contraddizione e dimostrare per assurdo il Teorema di Indimostrabilità della Coerenza. Ma P, dopo la numerazione, è espresso in numerali, che a loro volta, tramite la corrispondenza comune, possono esprimere i numeri. Questo fa pensare che, essendo P costituito da una infinità numerabile di numerali, può essere espresso in sé stesso, prendendo solo alcuni (sempre un'infinità numerabile) dei numerali che costituiscono il P di partenza (così come per formare quest'ultimo si erano presi solo alcuni di tutti i numerali (G è un sottoinsieme proprio di N) ), e che nel nuovo P se ne potrà trovare una ulteriore copia, e così via… Dentro P ci sarebbero cioè una infinità di copie di sé stesso. Generalizzando, questo vuol dire che ogni insieme numerabile può essere messo in corrispondenza biunivoca con infiniti sottoinsiemi propri, e che l'insieme delle frasi di un linguaggio con un alfabeto finito è un insieme numerabile. La metateoria in G31 utilizza l'aritmetica. Tutte le proposizioni che si dimostrano in esso si potranno dunque "numerare", come Gödel ha numerato le frasi del sistema P. Allora G31 sarà esprimibile per numerali. Interpretando questi numerali come i numeri ad essi corrispondenti (nel modo usuale), G31 sarebbe esprimibile in P. Sarebbe esprimibile in P, allora, anche il Teorema di Incompletezza. Cioè, in P sarebbe dimostrabile una proposizione che afferma "17 Gen r non è decidibile", quindi anche una che afferma "17 Gen r non è dimostrabile". In definitiva, in P sarebbe dimostrabile una frase che afferma l'esistenza di una proposizione non dimostrabile, cioè la coerenza di P. Con un ragionamento simile anche il Teorema di Indimostrabilità della Coerenza si potrebbe esprimere in P. In P, allora, sarebbe dimostrabile una proposizione che afferma la non dimostrabilità della coerenza di P. In definitiva, in P sarebbe dimostrabile che: 1) P è coerente; 2) non si può dimostrare in P la coerenza di P. Il ragionamento fatto da noi costituisce una "metametateoria". Sarebbe pensabile di "tradurre" anche questa in numerali e rappresentarla in P. Allora, con un ragionamento analogo a quello fatto sopra, arriveremmo alla conclusione che in P sono dimostrabili: 3) si può dimostrare che P è coerente; 4) si può dimostrare che non si può dimostrare che P è coerente. Ma allora la 2) e la 3) sarebbero l'una la negazione logica dell'altra. Quindi P sarebbe non coerente, contro le ipotesi.

Crediamo che questa riproducibilità infinita delle dimostrazioni sia dovuta all'utilizzo dell'aritmetica come metateoria. Infatti, essendo l'aritmetica esprimibile in P, la metateoria stessa lo è. Si potrebbe allora utilizzare come metametateoria ancora l'aritmetica, la quale sarebbe ancora una volta esprimibile in P, e così via. 

Non nascondiamo che questo autoriferimento infinito ci offusca la mente. Quell'horror infiniti, che Cantor affrontò con coraggio, ci tormenta ancora.

* * * * *

Nota aggiuntiva [23.11.2004]: il dubbio sulla dimostrazione del Teorema di Indimostrabilità della Coerenza, in “Conclusione” della mia tesi, mi appare oggi, a un anno e mezzo di distanza, molto impreciso e vago, se pur rivelatore di una certa contorsione logica presente in quel passaggio. Negli ultimi tempi ho approfondito l’analisi di quella dimostrazione e le mie perplessità si sono fatte più precise e, devo dire, sono notevolmente aumentate. Nel pubblicare in questo sito la mia tesi, ho avuto la tentazione di adattare le mie parole alle mie nuove convinzioni, ma in definitiva ho ritenuto più giusto lasciare intatta la versione originale.

Le mie osservazioni critiche su quella dimostrazione saranno espresse compiutamente in un articolo specifico di prossima pubblicazione…  
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� Kurt Gödel, Proposizioni formalmente in decidibili dei Principia Matematica e di sitemi affini I, in Kurt Gödel, op. cit., vol I, p. 113-138.


� Per un'analisi rigorosa del primo paragrafo di G31 si rimanda a G. Lolli, Incompletezza: saggio su Kurt Gödel, Il Mulino, Bologna 1992.


� Con PM intenderemo, come fa Gödel, "Principia Matemathica".


� Considereremo sinonimi da qui in avanti le parole "successione", "stringa" e "sequenza".


� K. Gödel, Proposizioni formalmente…, op. cit., p. 114.


� G. Lolli, op. cit., p. 44.


� Le definizioni degli oggetti di P e di funzioni, relazioni, ecc., se pur, a volte, identiche a quelle di G31, saranno scritte normalmente, e non in corsivo minuscolo. 


� D'ora in poi "Schema di Sostituzione" sarà abbreviato da "SS".





� D'ora in poi "Schema di Induzione" sarà abbreviato da"SI".


� Ovviamente se f è la funzione successore o costante o proiezione i-esima il suo grado è 1.


� Con "R(x1,…,xn)" si intende "(x1,…,xn)� EMBED Equation.3  ���R", cioè che x1,…,xn sono in relazione secondo R.


� Se (x1,…,xn,0)� EMBED Equation.3  ���R � EMBED Equation.3  ��� h10(x1,…,xn,k)=0 � EMBED Equation.3  ��� k� EMBED Equation.3  ���N.


� Nel seguito,a volte, si incontrerà scritto "ricorsività" anziché "ricorsività primitiva", ma questo è solo per brevità.


� Si presuppone di avere a disposizione una infinità numerabile di simboli grafici di cui i primi tre sono "x", "y", "z".


� Una variabile si dice "vincolata" se cade nel campo di azione del quantificatore universale � EMBED Equation.3  ��� e quindi, come si capirà dal seguito, anche nel campo d'azione del quantificatore esistenziale, che introdurremo tra le abbreviazioni. Per una trattazione rigorosa della teoria della quantificazione si rimanda a E. Mendelson, op. cit., p. 60-127.


� Se v non occorre libera in a si pone Sost a(� EMBED Equation.3  ���).


� I concetti metateorici sulle successioni di segni che per P scriviamo "assioma", "dimostrazione",… , per Pk li scriviamo con una k davanti, cioè "k-assioma", "k-dimostrazione",… . Si noti che una "formula" è anche una "k-formula" (essendo le regole di formazione comuni a P ePk), per cui si scriverà comunque "formula" (senza k). 


� Nel caso in cui k è la classe vuota o i suoi unici elementi sono degli assiomi di P, risulta ovviamente Pk coincidente con P.


� Tale processo è detto anche "gödelizzazione" o "aritmetizzazione della sintassi".


� E' molto importante avere chiara in mente la differenza tra "numero" e "numerale". Il "numero" è un oggetto matematico astratto (non stiamo qui a discutere sulla natura dei numeri); il "numerale" è solo un nome (un tratto di penna nello scritto, un suono nel parlato) per indicare un numero. 


Si noti infine che, esistendo diversi modi per indicare gli oggetti (le lingue), esistono diversi modi per indicare gli oggetti matematici, quindi anche i numeri. Cioè esistono diversi numerali che indicano uno stesso numero. Ad esempio "2" e "II" sono due numerali diversi che indicalo lo stesso numero. D'ora in avanti quando scriveremo "numerale" senza specificare altro intenderemo i simboli grafici arabi indicanti i numeri secondo la corrispondenza comune.


� La voce "formule" è sovrabbondante, nel senso che rientra nella più generica "successioni finite di segni" seguente. Si è deciso di inserirla solo per magiore chiarezza. 


� Qui n1, n2,…, nk sono numerali.


� Qui n1, n2,…, nk sono numeri.


� Si veda nota 4.


� Si veda nota 5.


� Se con P' indichiamo la classe di tutte le successioni finite di segni di P, una "relazione fra successioni finite di segni di P a n posti" è un qualunque R� EMBED Equation.3  ��� P'n.


� Con lo stesso sistema si possono associare relazioni numeriche anche a relazioni fra successioni di successioni di segni, ed oltre.


� Una "formula" potrebbe anche essere vista, equivalentemente, come una relazione tra segni di P a 4 posti.


� Quando nel sistema P (numerato) si incontra una potenza, si intende il numerale corrispondente al numero da essa indicato. In P non esistono numeri, tanto meno potenze, (salvo dare una interpretazione contenutistica a P) ma solo numerali (che in P non indicano altro che se stessi), scarabocchi. Il fatto che questi scarabocchi siano comunemente usati per indicare i numeri è utile per fare considerazioni su P "dall'esterno", ma che in P non ha alcun significato. 


� I numeri puri sono stati indicati con insiemi di punti, alla maniera di Pitagora. E' chiaro che anche questa è solo una rappresentazione. Così come ogni parola non può che essere , irrimediabilmente, solo una rappresentazione di un'idea. 


� 24=23·31; 1080=23·33·51; 189000=23·33·53·71.


� Qui il simbolo "� EMBED Equation.3  ���" vuol dire "è uguale per definizione a". Cioè quello che sta a sinistra di "� EMBED Equation.3  ���" è solo un'abbreviazione di quello che sta a destra.


� Ogni qual volta compare in queste definizioni uno dei simboli "( x )", "( � EMBED Equation.3  ��� x )", "min x", esso è seguito da un limite per x: tale limite serve solo ad assicurare che il concetto espresso sia ricorsivo primitivo (in base al Teorema 7), ma nella maggior parte dei casi quel limite è sovrabbondante per la definizione del concetto.


Si noti che la 1 è una relazione nel senso della Def 4. Infatti, posto R = { ( x , y ) � EMBED Equation.3  ���N2 │ � EMBED Equation.3  ��� z [ z � EMBED Equation.3  ��� x & x = y · z ] }, risulta che � EMBED Equation.3  ��� � EMBED Equation.3  ��� ( x , y ) � EMBED Equation.3  ��� R . 


� Si noti che questa è una funzione numerica nel senso della Def 1, infatti risulta: Pr: N2 � EMBED Equation.3  ��� N tc ( n, x ) � EMBED Equation.3  ��� n Pr x.


Si noti, inoltre, che se n è maggiore o uguale del numero dei fattori primi di x risulta n Pr x = 0.


� "Corrisp" è la forma abbreviata di "corrispondente" o "corrispondenti".


� "( � EMBED Equation.3  ��� m , n )" e "m , n � EMBED Equation.3  ��� x" sono abbreviazioni rispettivamente di "( � EMBED Equation.3  ��� m ) & ( � EMBED Equation.3  ��� n )" e "m � EMBED Equation.3  ��� x & n � EMBED Equation.3  ��� x" (e in modo analogo nel caso di più di 2 dumeri).


� Il fatto che n � EMBED Equation.3  ��� ( Pr ( [ l ( x ) ]2 ) )x [ l ( x ) ]� EMBED Equation.3  ��� fornisca un limite si può riconoscere così: la lunghezza della più breve lista di formule che corrisponde a x può al massimo essere uguale al numero delle sottoformule di x. Ma vi sono al massimo l(x) sottoformule di lunghezza 1, al massimo l(x) -1 di lunghezza 2 e così via, e quindi globalmente al massimo l(x) ( l(x)+1) / 2� EMBED Equation.3  ��� [l(x)]2. Ma allora si può assumere che tutti i fattori primi di n siano minori di  Pr ( [ l ( x ) ]2 , che il loro numero sia � EMBED Equation.3  ��� [l(x)]2 e che i loro esponenti (che sono sottoformule di x) siano � EMBED Equation.3  ��� x.


� Se il numerale corrisp al numero v non è una VARIABILE oppure il numerale corrisp al numero x non è una FORMULA, si ha Sb ( x � EMBED Equation.3  ��� ) � EMBED Equation.3  ��� x. Anziché scrivere Sb [ Sb ( x � EMBED Equation.3  ��� ) � EMBED Equation.3  ��� ] abbrevieremo con Sb ( x � EMBED Equation.3  ��� � EMBED Equation.3  ��� ).


� Questa, a prima vista, potrebbe non sembrare un relazione numerica, in quanto P è costituito da un numero infinito di enti (gli assiomi sono infiniti). Tuttavia, basta esprimere univocamente P con un numero finito di numeri interi, diciamo n, e considerare Coer come una relazione numerica a n posti. 


� Come si è detto sopra, gli oggetti di P, dopo la numerazione, li scriveremo in STAMPATO MAIUSCOLO, quindi scriviamo "SISTEMA P" anziché "sistema P".


� Le VARIABILI u1, u2, …, un possono essere scelte arbitrariamente. Per esempio, vi sarà sempre un r con le VARIABILI LIBERE 17, 19, 23,…


� Si ricorda che una classe di numeri è una relazione numerica a un posto, per cui è lecito parlare di classe di numeri ricorsiva primitiva, P-decidibile e Pk-decidibile.


� Ovviamente il teorema vale anche se ci si limita a chiedere per k la RICORSIVITA' PRIMITIVA


� Essendo Neg (17 Gen r) un k'ASSIOMA, è ovviamente k'-DIMOSTRABILE.


� Se k è la classe vuota oppure le uniche sue FORMULE sono degli ASSIOMI risulta Pk� EMBED Equation.3  ���P.


� Ovviamente il Teorema vale anche se ci si limita a chiedere per k la RICORSIVITA' PRIMITIVA.


� Si noti che se Pk fosse NON COERENTE qualsiasi FORMULA sarebbe k-DIMOSTRBILE.
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