Esercizi aritmetici

(su identità di Bézout, rappresentazioni di un numero razionale...)

- - - - - - -

Prendiamo due numeri naturali, quali per esempio 21 e 165. Cominciamo con il calcolare MCD(21,165) con l'algoritmo euclideo delle divisioni successive.

165 = 7(21 + 18

  21 = 1(18 + 3

  18 = 6(3.

La catena finisce dopo tre passi. Il MCD vale 3, ultimo resto non nullo. Il mcm(21,165) vale 
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, ossia 7(165 = 1155.

Il MCD si esprime come combinazione lineare di 21 e 165 (identità di Bézout):

3 = 21 - 1(18 = 21 - 1((165 - 7(21) = 8(21 - 1(165.

Questa è l'unica siffatta identità con il coefficiente del 21 minore di 165, e il coefficiente di 165 minore di 21.

Volendo trovare una simile identità con un coefficiente positivo per il 165, basta sommare con (-165)(21 + (21)(165, e si trova:

3 = 8(21 - 1(165 = 20(165 - 157(21.

Anche questa è l'unica siffatta identità con il coefficiente del 165 minore di 21, e il coefficiente di 21 minore di 165.

- - - - - - -

Il numero razionale 
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 = 
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 (la seconda è la rappresentazione della frazione ai minimi termini) ha profondità 3, e si scrive come:
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Se ne trae che 
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 ha profondità 2, e si scrive come:
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Vale a dire: Int(
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) = 7; Mt(
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- - - - - - -

Cerchiamo la rappresentazione di 
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 in serie decimale.

55 = 7(7 + 6

60 = 8(7 + 4

40 = 5(7 + 5

50 = 7(7 + 1

10 = 1(7 + 3

30 = 4(7 + 2

20 = 2(7 + 6.

Il resto ritorna uguale al settimo passo, tutte la sequenza di divisioni si ripete tale e quale. Il primo quoziente è un numero naturale qualsiasi, tutti i successivi quozienti sono cifre (i.e., numeri naturali o nulli compresi fra 0 e 9). Quindi:
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55

 = 7,857142857142...

Si verifichi che il calcolo è corretto determinando la frazione generatrice della serie che compare nel RHS della precedente identità.

0,857142857142... = 
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- - - - - - -

Cerchiamo la rappresentazione binaria di 
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, cominciando per ulteriore chiarezza dalla "prima" ovvia divisione.

  6 = 0(7 + 6

12 = 1(7 + 5

10 = 1(7 + 3

  6 = 0(7 + 6.

Se ne deduce quindi che:
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 = 0,110110110...

Si effettui anche nel presente caso la verifica che il risultato ottenuto è corretto.

0,110110110... = 
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[Di periodo ed antiperiodo si può parlare con l'articolo determinativo quando la relativa rappresentazione del numero razionale sia unica, lasciando cioè da parte i casi "singolari", come per esempio 
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, che in base decimale si scrive tanto come 0,5 che come 0,4999... (in questo caso del resto si ha comunque un antiperiodo di lunghezza 1, che nel primo caso è 5, con periodo 0, ancora di lunghezza 1, e nel secondo caso antiperiodo 4, con periodo 9). Ciò premesso, il numero considerato, e cioè 
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, non ha un antiperiodo davanti al periodo, né nella forma decimale né in quella binaria (857142 nel caso decimale, 110 in quello binario), perché il primo resto che si ripeteva nella catena di divisioni era uguale proprio al resto della primissima divisione, e non ad una delle successive, come pure sarebbe potuto capitare. Come dire che in generale può ben accadere che un numero presenti un antiperiodo rispetto a una data base numerica, e che l'antiperiodo sia invece vuoto rispetto a un'altra. E' chiaro per esempio che 
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 rispetto alla base 7 non ha antiperiodo (in quanto 6 = 7 - 1):
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 = 0,5555... (si faccia bene attenzione che qui 5 rappresenta una cifra dell'insieme (0,1,2,3,4,5,6( delle cifre modulo 7), mentre invece ce l'ha rispetto alla base 10:
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 = 0,83333... (come dire pure che 
[image: image39.wmf]6

5

 non si può rappresentare con una frazione che abbia al numeratore un numero del tipo 9, 99, 999,... - si danno maggiori informazioni sull'argomento in http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/mat/antiper.doc.]

- - - - - - -

Torniamo al numero razionale 
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7

, e dopo averlo espresso in modo da constatare che ha profondità 3, determiniamone ora la rappresentazione in somma di Engel (si rammenti la nota 10 di "Un'istruttiva dimostrazione...": http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/mat/fraz-cont.doc), in modo da calcolarne pure quella che si potrebbe chiamare la sua profondità additiva.

Nota. Richiamiamo brevemente senza dimostrazione (ma si tratta di aggiungere solo qualche precisazione a quanto già esposto nella citata nota 10) il risultato cui stiamo facendo riferimento.

(1) Se x è un numero razionale, 0 < x < 1, esiste un'unica sequenza finita

q1 ( q2 ( ... ( qn di numeri naturali, con il primo q1 ( 2, tale che:

x = 
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o, se si preferisce:
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Il teorema (1) si completa con la seguente affermazione:

(2) Se x è un numero irrazionale, 0 < x < 1, esiste un'unica successione

q1 ( q2 ( ... ( qn(... di numeri naturali, con il primo q1 ( 2, tale che:

x = 
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La serie che compare in (2) si dice la serie di Engel associata alla successione

q1 ( q2 ( ... ( qn (... , sicché nel teorema (1) si può parlare di somma di Engel.

Si noti che, viceversa, la serie di Engel 
[image: image53.wmf]1

q

1

 + 
[image: image54.wmf]2

1

q

q

1

 + ... + 
[image: image55.wmf]n

2

1

...q

q

q

1

 + ... , associata a un'arbitraria successione q1 ( q2 ( ... ( qn (... del tipo indicato, risulta sempre una serie convergente, in quanto è dominata dalla serie 
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 + ... , che risulta, come è ovvio, convergente a 1. Ciò fornisce lo spunto per approfondire i risultati precedenti nel seguente modo. Una serie di Engel ha sempre una somma irrazionale a meno che la successione a cui essa è associata non sia definitivamente costante. A tali successioni definitivamente costanti rimane del resto sempre palesemente associata una serie di Engel che ha per somma un numero razionale minore o uguale di 1 (l'uguaglianza si verifica soltanto nel caso della successione costante 2 ( 2 (...). Anche i numeri razionali, e continuiamo pure a supporre 0 < x < 1, ammettono quindi, oltre alla rappresentazione in somma di Engel, una rappresentazione (che si può provare ancora unica) in serie di Engel. Per esempio:
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(la serie di Engel associata alla successione 3 ( 3 ( 3 (...), oppure, più "in generale":
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che è la serie di Engel associata alla successione 3 ( 8 ( 8 (...).
Torniamo al nostro esercizio rimasto in sospeso. Per calcolare la somma di Engel associata a 
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 bisogna dividere 55 per 7, ma con approssimazione per eccesso, e poi iterare il procedimento, a partire dai resti che mano mano si presentano.

  8(7 = 55 + 1

55(1 = 55.

Ecco così che il procedimento delle divisioni successive si chiude subito al secondo passo. Come dire che risulta:
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Più interessante si presenta per esempio il caso del numero 
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.

  8(35 = 261 + 19

14(19 = 261 + 5

 53(5 = 261 + 4

66(4 = 261 + 3

87(3 = 261.

Ovvero:
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La precedente identità dimostra che 
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 ha profondità additiva uguale a 5.

- - - - - - -

Qual è invece la profondità ordinaria di 
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35

? Bisognerà considerare la catena di divisioni successive:

261 = 7(35 + 16

35 = 2(16 + 3

16 = 5(3 + 1

3 = 3(1.

Dalle precedenti identità si deduce che 35 e 261 sono primi tra di loro (cioè, 
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 rappresenta già il numero razionale in esame ai minimi termini, senza bisogno di semplificazioni), e che la profondità ricercata è 4:
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Come si scrive l'identità di Bézout deducibile dalla precedente catena di divisioni?

1 = 11(261 - 82(35.

Adesso è il numero più grande, il 261, che appare con il coefficiente positivo. E se si vuole invece un coefficiente positivo davanti al 35?

1 = 179(35 - 24(261.

Lo studente si eserciti a ripetere i ragionamenti precedenti nel caso di altri numeri razionali scelti ad arbitrio.

- - - - - - -

Ancora sulla decomposizione di un numero razionale in somma di frazioni fondamentali.

Occupiamoci adesso di un numero razionale x = 
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 positivo e compreso strettamente tra 0 e 1 (ossia a, b ( N, a < b). Abbiamo visto, tramite quello che possiamo dire l'algoritmo di Engel, che se x non era esso stesso l'inverso di un numero naturale (un numero razionale quindi di profondità 1), è comunque sempre possibile esprimerlo mediante una somma di tali inversi, che diremo anche frazioni fondamentali o frazioni egiziane (corrispondentemente, potremo dire una siffatta somma una somma egiziana). Va da sé che una simile rappresentazione è sempre banalmente possibile, dal momento che:
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 (a addendi nel RHS), ovvero, in termini moderni, che le frazioni egiziane costituiscono un sistema di generatori per il semigruppo additivo (Q+,+). Quelle che ci interessano però, e solo a queste daremo il nome di somme egiziane, sono le somme con addendi distinti (che allora ordineremo canonicamente dal più piccolo al più grande), e la questione di trovare decomposizioni in somma egiziana per x appare abbastanza interessante (e intuitivamente significativa).

Il nome di frazione egiziana proviene dal fatto che gli egiziani usavano appunto rappresentare le frazioni in tale modo, come si evince per esempio dalla seguente tabella, riportata nel cosiddetto papiro di Ahmes (vedi quanto se ne dice in http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/mat/aritm.pdf):

 5 = 3 + 15





55 = 30 + 330

 7 = 4 + 28





57 = 38 + 114

 9 = 6 + 18





59 = 36 + 236 + 531

11= 6 + 66





61 = 40 + 244 + 488 + 610

13 = 8 + 52 + 104




63 = 42 + 126

15 = 10 + 30




65 = 39 + 195

17 = 12 + 51 + 68




67 = 40 + 335 + 536

19 = 12 + 76 + 114



69 = 46 + 138

21 = 14 + 42




71 = 40 + 568 + 710

23 = 12 + 276




73 = 60 + 219 + 292 + 365

25 = 15 + 75




75 = 50 + 150

27 = 18 + 54




77 = 44 + 308

29 = 24 + 58 + 174 + 232


79 = 60 + 237 + 316 + 790

31 = 20 + 124 + 155



81 = 54 + 162

33 = 22 + 66




83 = 60 + 332 + 415 + 498

35 = 30 + 42




85 = 51 + 255

37 = 24 + 111 + 296



87 = 58 + 174

39 = 26 + 78




89 = 60 + 356 + 534 + 890

41 = 24 + 246 + 328



91 = 70 + 130

43 = 42 + 86 + 129 + 301


93 = 62 + 186

45 = 30 + 90




95 = 60 + 380 + 570

47 = 30 + 141 + 470



97 = 56 + 679 + 776

49 = 28 + 196




99 = 66 + 198

51 = 34 + 102



        101 = 101 + 202 + 303 + 606

53 = 30 + 318 + 795

La tabella va intesa sottintendendo il numeratore 2 nei primi membri e il numeratore 1 nei secondi, ossia per esempio la prima identità corrisponde alla:
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, etc. (l'omissione della frazione 
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, che possiamo esprimere come: 
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, si deve alla circostanza che per essa veniva usato un segno speciale a parte).

Le 49 decomposizioni riportate nel papiro di Ahmes sono così ripartite: 28 binomie, 13 trinomie, 8 quadrinomie. Numerose decomposizioni binomie nel papiro di Ahmes sono decomposizioni di Engel, ma alcune no, dal che si evince intanto una circostanza che poteva essere evidenziata sin dall'inizio, cioè che la decomposizione di un numero quale x in somma egiziana non è evidentemente unica. Per esempio 
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, che viene espresso dall'antico scriba come 
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, ammette come decomposizione di Engel: 
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. Del resto, se l'ultimo termine di una somma egiziana è 
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, essa si può sempre "allungare" di un'unità, tramite l'identità:
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(questa è la divisione con resto di 
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 per 
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; iterando tale decomposizione all'infinito, si ottiene una rappresentazione di 
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 in serie egiziana:
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Non è facile quindi individuare il criterio che ha orientato la scelta del compilatore del papiro, anche se appare evidente un'attenzione verso la semplicità. Ci sembra che il riferimento a questo concetto dovrebbe essere primariamente inteso in ordine alla lunghezza della decomposizione, secondariamente in ordine alla minimalità del massimo denominatore. Notiamo che nel papiro appaiono anche privilegiate le decomposizioni con denominatori pari. Secondo Gino Loria (Storia delle matematiche - Dall'alba della civiltà al tramonto del secolo XIX, 3 voll., Torino, 1929-33, riediti in un unico volume da Cisalpino-Goliardica, 1982, pp. 15-16):

> Il problema di decomporre una frazione qualunque in una somma di fondamentali è di sua natura indeterminato, perciò è lecito aggiungere nuove condizioni alle quali debbano soddisfare le frazioni componenti, anzi variarne in ogni caso il numero e la natura; e siccome è probabile che la riportata tabella non sia stata costruita da una medesima persona, né in una stessa epoca, così nulla vieta di pensare che la decomposizione sia stata eseguita in modi e con criteri differenti. Per chi adotta questo modo di vedere non esiste la questione di determinare il metodo di costruzione della tabella in questione; chi invece pensa differentemente ritiene opportuno di sottoporre la tabella stessa ad un'accurata analisi, onde vedere se siavi qualche carattere comune alle decomposizioni ivi esposte.

Dopo queste brevi notizie, introduciamo un secondo utile algoritmo (dopo quello di Engel) per esprimere un numero razionale quale x in somma egiziana. Supponiamo che siano a e b primi tra loro (del che ci possiamo accertare facendo ricorso al procedimento euclideo delle divisioni successive), e che sia

a > 1. Possiamo determinare quindi un'unica identità di Bézout del tipo:

1 = r(a - s(b, con r, s ( N tali che sia r < b, s < a. Se ne deduce:

x = 
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, dove s ed r sono ancora manifestamente primi tra loro, e rispettivamente minori di a e di b. Iterando il procedimento, che possiamo chiamare algoritmo di Bézout, si arriva infine alla rappresentazione desiderata. Nel caso particolare a = 2, e b dispari, quindi b = 2k+1, l'identità dalla quale partire è ovviamente: 1 = (k+1)(2 - 1((2k+1), da cui consegue, con un solo "passo":


[image: image128.wmf]1

2k

2

+

 = 
[image: image129.wmf]1)

1)(k

(2k

1)

2(k

+

+

+

 =
[image: image130.wmf]1

k

1

+

 + 
[image: image131.wmf]1)

1)(2k

(k

1

+

+

.

Se ne evince che la decomposizione in somma egiziana di un numero razionale quale 
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 ottenuta mediante l'algoritmo di Bézout coincide sempre con la relativa decomposizione ottenuta mediante l'algoritmo di Engel, e che un numero del tipo in parola si può sempre esprimere come somma di due soli addendi (il che mostra che, almeno da questo punto di vista, il criterio che ispirò i matematici egiziani non era dei più felici). Non è però sempre così: lo studente calcoli per esempio le due diverse decomposizioni che si trovano, giusta quanto appena illustrato, per il numero razionale 
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 dianzi considerato. Si avrà:

1 = 179(35 - 24(261 ( 
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e da questa iterando l'algoritmo in discorso:

1 = 97(24 - 13(179
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e proseguendo:

1 = 15(13 - 2(97
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dal che infine, essendo 
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(decomposizione con l'algoritmo di Bézout),

mentre sappiamo già che la decomposizione in somma egiziana del numero razionale in oggetto deducibile attraverso l'algoritmo di Engel è completamente diversa (ancorché della medesima lunghezza).

Vogliamo accennare infine a un terzo algoritmo che permette di ottenere una decomposizione di x in somma egiziana, anch'esso piuttosto "canonico". Si tratta semplicemente di andare a effettuare la divisione con resto ancora per esempio di 
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 per 
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, e il quoziente sarà allora di necessità 0 o 1, successivamente andare a dividere il resto ottenuto per 
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1

, e così via. Insomma, il nostro numero razionale potrà essere unicamente espresso come una somma finita del tipo:
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,

con tutti i coefficienti qi uguali a 0 o a 1, e lo studente potrà facilmente constatare che per questa via (che si può chiamare di Fibonacci, poiché esposta dal matematico pisano nel suo Liber Abaci, 1202) si ottiene in genere una decomposizione alquanto diversa da quelle di Bézout e di Engel. Nel caso specifico:
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.

[Abbiamo detto in http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/mat/aritm.pdf che quello appena trattato è un argomento interessante e ancora non del tutto esplorato. Per esempio, è per quanto ne sappiamo ignoto se un numero razionale del tipo 
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 si possa sempre scrivere come somma di al massimo tre frazioni fondamentali (congettura di Erdos-Straus), e se ogni numero razionale del tipo del nostro 
[image: image177.wmf]b

a

, per un fissato a, si possa sempre decomporre, però come somma con segno (cioè con più o meno), di al massimo tre frazioni fondamentali, fatta eccezione per un numero finito di casi, etc..]
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