XI. Postulati equivalenti al V postulato di Euclide
Prima di procedere oltre, notiamo che la nostra indagine storico-critica ci ha permesso di costruire un lungo elenco di postulati equivalenti al V postulato di Euclide. Per fugare ogni sospetto di eventuale parzialità, in ordine a qualche possibile omissione, o a sopravvalutazione di alcuni aspetti a scapito di altri, riportiamo qui di seguito alcuni elenchi "ufficiali" con le esatte parole di taluni dei principali testi sull'argomento. In essi troveremo naturalmente molti di quelli già incontrati, o loro semplici "variazioni", ma anche qualcosa di nuovo che non abbiamo esaminato (per esempio, il postulato sui cerchi di Bolyai). Ribadiamo che ci sembra di poter nel complesso sottolineare una mancanza di analisi comparativa tra le diverse enunciazioni che vengono tradizionalmente offerte all'attenzione dello studioso, circostanza questa che non favorisce la comprensione autentica della questione. Tale comprensione può viceversa risultare soltanto da una discussione, in parte ineludibilmente soggettiva, delle differenze contenutistiche, e della prevalenza secondo una prospettiva "fondazionale", tra i vari "postulati" proposti in alternativa al famoso V.

Bonola, p. 111-112.

a) Gli angoli interni da una stessa parte, formati da due parallele con una trasversale sono supplementari [Tolomeo].

b) Due rette parallele sono equidistanti.

c) Se una retta incontra una di due parallele incontra anche l'altra [Proclo]; oppure: due rette parallele ad una terza sono parallele fra loro; od anche: per un punto fuori d'una retta passa una sola parallela a quella retta.

d) D'un triangolo qualunque può sempre costruirsi un triangolo simile di grandezza arbitraria [Wallis].

e) Per tre punti non in linea retta passa sempre una sfera [W. Bolyai].

f) Per un punto situato fra i lati di un angolo passa sempre una retta che interseca i due lati dell'angolo [Lorenz].

() Se due rette r, s, sono 1'una perpendicolare e l'altra obliqua alla trasversale AB, i segmenti di perpendicolare calati dai punti di s su r sono minori di AB, dalla banda da cui AB forma con s un angolo acuto [Nasir Eddin].

() Il luogo dei punti equidistanti da una retta è una retta.

() La somma degli angoli di un triangolo è uguale a due angoli retti [Saccheri].

[La diversa indicazione delle proposizioni, con "ordinali" greci o latini, sta a differenziare le proposizioni che necessitano, per l'equivalenza con il V postulato euclideo, del postulato di Archimede, sarebbero quindi gli ultimi tre. Notiamo inoltre che Bonola attribuisce al matematico tedesco J.F. Lorenz quello che è più noto come postulato di Legendre, in quanto quegli lo avrebbe introdotto per primo, e per il medesimo scopo, nel 1791.]

Fano, p. 466.

1) Gli angoli interni da una stessa parte formati da 2 rette parallele con una trasversale sono supplementari.

2) Per un punto preso fuori di una retta si può condurre a questa una e una sola parallela. Oppure: Se una retta contenuta nel piano di 2 parallele incontra una di queste incontra anche l'altra. O anche: Due rette parallele a una terza sono sempre parallele fra loro. (Quest'ultima proposizione implica l'esclusione, sopra una retta, dei 2 differenti "versi" di parallelismo).

3) Due rette parallele sono ovunque equidistanti.

4) Esiste un triangolo simile a un triangolo dato e nel quale il lato corrispondente a un lato assegnato del primo ha una lunghezza assegnata ad arbitrio.

5) Per tre punti non allineati passa sempre una sfera.

6) Per un punto arbitrario preso nell'interno di un angolo passa sempre una retta che interseca entrambi i lati di quest'angolo.

7) Il luogo dei punti di un piano aventi da una retta data del piano stesso distanza assegnata, in grandezza e senso, è anche una retta.

8) La somma, degli angoli di un. triangolo è eguale a due retti.

Le due ultime proposizioni, a differenza delle precedenti, non sono più equivalenti al post. V di Euclide, se [...] si toglie il postulato della continuità, in particolare il postulato di Archimede.

Heath, p. 220.

(1) Through a given point only one parallel can be drawn to a given straight line or, Two straight lines which intersect one another cannot both be parallel to one and the same straght line.

This is commonly known as "Playfair's Axiom", but it was of course not a new discovery. It is distinctly stated in Proclus' note to EucI. I.31.

(1a) If a straight line intersect one of two parallels, it will intersect the other also (Proclus).

(1b) Straight lines parallel to the same straight line are parallel to one another.

The forms (1a) and (1b) are exactly equivalent to (1).

(2) There exist straight lines everywhere equidistant from one another (Posidonius and Geminus); with which may be compared Proclus' tacit assumption that Parallels remain, throughout their length, at a finite distance from one another.

(3) There exists a triangle in which the sum of the three angles is equal to two right angles (Legendre).

(4) Given any figure, there exists a figure similar to it of any size we please (Wallis, Carnot, Laplace).

Saccheri points out that it is not necessary to assume so much, and that it is enough to postulate that there exist two unequal triangles with equal angles.

(5) Through any point within an angle less than two-thirds of a right angle a straight line can always be drawn which meets both sides of the angle (Legondre).

With this may be compared the similar axiom of Lorenz (Grundriss der reinen und angewandten Mathematik, 1791): Every straight line through a point within an angle must meet one of the sides of the angle.

(6) Given any three points not in a straight line, there exists a circle passing through them (Legendre, W. Bolyai).

(7) "If I could prove that a rectilineal triangle is possible the content of which is greater than any given area, I am in a position to prove perfectly rigorously the whole of geometry" (Gauss, in a letter to W. Bolyai, 1799).

Cf. the proposition of Legendre numbered iv. above [If in a triangle the sum of the three angles is equal to two right angles, a quadrilateral can always be constructed with four right angles and four equal sides exceeding in length any assigned rectilineal segment], and the axiom of Worpitzky: There exists no triangle in which every angle is as small as we please.

(8) If in a quadrilateral three angles are right angles, the fourth angle is a right angle also (Clairaut, 1741). [Si tratta del postulato che noi abbiamo attribuito a Lambert.]

(9) If two straight lines are parallel, they are figures opposite to (or the reflex of) one another with respect to the middle points of all their transversal segments (Veronese, Elementi, 1904).

Or, two parallel straight lines intercept, on every transversal which passes through the middle point of a segment included between them, another segment the middle point of which is the middle point of the first (Ingrami, Elementi, 1904).

Veronese and Ingrami deduce immediately Playfair's Axiom.

In definitiva, se si vuole tentare una stima numerica di in quanti modi diversi potesse descriversi la medesima questione, si tratta di aggiungere alle xx forme equivalenti elencate nei precedenti capitoli, solo tre nuovi enunciati che risultano tra quelli appena elencati, e precisamente: Bolyai, Gauss-Legendre-Worpitzky, Veronese-Ingrami, il che porta la nostra lista complessiva a xx!

