1
1

Capitolo IV

Generalità sulla teoria delle categorie
<<Tutto ciò che è in senso essenziale, non solo nella tecnica moderna, si mantiene ovunque nascosto quanto più a lungo possibile. Nondimeno, rispetto al suo vigere dispiegato, esso rimane quello che viene prima di tutto, cioè il più principale [...] ciò che, rispetto al suo sorgere e imporsi, è primo diventa manifesto solo più tardi a noi uomini. All'uomo, l'origine principale si mostra solo da ultimo>> (Martin Heidegger).

La definizione formale di categoria
Dopo aver parlato tanto di categorie in un senso "intuitivo", e poiché abbiamo incontrato ormai numerosi di esempi di esse, cerchiamo in questo capitolo di dare una definizione formale di tale concetto, che riteniamo importante nella sua capacità di registrare in modo ordinato e istruttivo tante nozioni matematiche che ci provengono da fenomenologie apparentemente del tutto diverse. Una categoria sarà costituita non solo da oggetti (per esempio strutture, concetti, di tipo generale, che vengono introdotti nelle varie branche della matematica), ma anche da morfismi tra di essi, oggetti e morfismi essendo in modo particolare interrelati, e la totalità dei secondi possedendo speciali proprietà di natura algebrica.

Ciò premesso, diremo che in astratto (indipendentemente cioè dalla natura degli enti specifici, di cui si indaga al momento unicamente l'organizzazione formale) una categoria 
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 è prima di tutto costituita da una coppia ordinata di classi (vale a dire di insiemi anche soltanto "potenziali", nel senso che si è cercato di illustrare nel capitolo I), che diremo rispettivamente Ob(
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) e H(
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), chiamando gli elementi della prima gli oggetti della categoria, e quelli della seconda i morfismi della categoria. Si può pensare per esempio che gli oggetti siano insiemi, e i morfismi funzioni, oppure che gli oggetti siano ipo, e i morfismi delle funzioni d'ordine, secondo quanto spiegato nel capitolo III, ma in generale si tratterà semplicemente di due classi arbitrarie, come mostreremo in seguito discutendo alcuni casi particolari. Esse debbono però soddisfare ad alcune proprietà caratteristiche, che costituiranno appunto la definizione di categoria.

La prima di tali proprietà è che la classe degli oggetti e quella dei morfismi siano disgiunte, ovvero non ci deve essere nessun equivoco se "qualcosa" sia un oggetto o un morfismo, nessuna confusione tra i due tipi di "componenti" della categoria:

(IV.1) Ob(
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)(H(
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) = (
La seconda richiede che sia assegnata una funzione di incidenza:

(IV.2) I: H(
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) ( Ob(
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che associa a ogni morfismo della categoria una ben precisa coppia ordinata di oggetti della categoria, il primo dei quali si dirà ovviamente il dominio del morfismo, e il secondo il suo codominio.

Ricordando (I.24), sarà allora possibile introdurre, per ogni coppia ordinata di oggetti A, B della categoria, la totalità I°(A,B) dei morfismi che hanno dominio A e codominio B - la indicheremo, con simbolismo ormai naturale, con H
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(A,B) - e richiederemo che tale totalità sia proprio un insieme (un elemento cioè di Ob(
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)) e non una classe, vale a dire non sia un insieme "indeterminato".

Risulterà naturalmente, per ogni quaterna ordinata di oggetti della categoria, A, B, A', B':

(IV.3) H
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(A,B)(H
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(A',B') = (,

a meno che non sia A = A', B = B'.

Fino a questo momento la categoria non è altro che quello che abbiamo chiamato un multigrafo orientato, e continueremo allora a visualizzare gli oggetti della categoria come "punti", e i morfismi come frecce tra due punti, rispettivamente il dominio e il codominio (frecce al solito circolari, cioè self-loop, quando dominio e codominio coincidano).

Richiederemo poi che la classe dei morfismi della categoria possegga una struttura di semigruppo parziale, ovvero che sia assegnato un prodotto associativo (più precisamente, una famiglia di prodotti, che non stiamo a formalizzare, per ogni terna ordinata di oggetti A, B, C della categoria, prodotti che risulteranno poi associativi quando sia possibile iterarli):

(IV.4) H
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(B,C)(H
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(A,B) ( H
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(A,C).

(Si noti che nella (IV.4) compaiono tutti componenti della categoria degli insiemi 
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, sia quanto ai tre oggetti che vi compaiono, sia al morfismo che collega quel dominio a quel codominio).

Nel seguente "diagramma" troviamo una raffigurazione della proprietà associativa del prodotto di morfismi della categoria:
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(Fig. IV.5)

(La proprietà associativa del prodotto tra morfismi

espressa mediante la commutatività di un diagramma)

un "quadrato"(anche se nella figura è in effetti un "rombo"!) commutativo, nel senso che (hg)f = h(gf) (semplificando al massimo, ma in modo che si auspica comprensibile, le notazioni).

Abbiamo quasi terminato, perché l'ultima prescrizione che imporremo a una categoria è di possedere tanti morfismi identità, uno per ogni oggetto della categoria, ovvero che esista una corrispondenza:

(IV.6) id : Ob(
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) ( H(
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)

che associa ad ogni oggetto A della categoria un ben determinato morfismo id(A) ( H(
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) (scriveremo di solito idA in luogo di id(A)), il quale per ogni A deve essere un morfismo nell'insieme H
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(A,A) (questo non sarà quindi mai un insieme vuoto!), che fungerà da identità, o unità, o elemento neutro, nel prodotto parziale (IV.4) quando vi ricorra (identità specifichiamo bilatera, si noti che non si è fatta nessun'altra richiesta di commutatività del prodotto tra morfismi). Vale a dire, debbono sussistere le seguenti identità:

(IV.7) ( f ( H
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(A,B) ( (idB)f = f ,

(IV.7') ( f ( H
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(A,B) ( f(idA) = f .
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(Fig. IV.8)

(La proprietà caratteristica dei morfismi identità)

Si osservi che, in particolare, tutti gli insiemi H
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(A,A), che indicheremo in breve con il simbolo H
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(A), saranno i supporti di una struttura di semigruppo unitario, indotta su di essi dalla struttura generale della categoria.

Ecco dunque finalmente spiegato cos'è una qualsiasi categoria: potremmo dire una quintupla ordinata (Ob(
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), H(
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), I, P, id) (con P abbiamo indicato, senza stare troppo a specificare la sua "natura formale", il prodotto parziale di cui abbiamo parlato), nella quale i tre ultimi componenti I, P, id soddisfano alle condizioni sopra elencate. In termini maggiormente "specialistici", si tratta di un multigrafo orientato (di cui tanto il sostegno quanto la totalità degli spigoli possono essere eventualmente classi), la cui classe degli spigoli ammetta una struttura di semigruppo parziale, che sia dotata di tutti quegli elementi unità cui abbiamo accennato (e si noti che, di conseguenza, il multigrafo in oggetto è sempre certamente riflessivo e transitivo; tale struttura "grafica" non sarà invero oggetto di particolare interesse, rispetto a quella "algebrica").

Esempi di categorie sono ovviamente numerosissimi. Oltre a quelle che abbiamo già introdotto (sia pure solo come terminologia, ma lo studente non avrà difficoltà a verificare da sé che tutte le prescrizioni di categoria vi erano banalmente verificate), va tenuto presente che ogni sottoclasse diciamola ( della classe degli oggetti di una categoria individua a sua volta una categoria 
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' di cui ( sarà proprio la classe degli oggetti, ( = Ob(
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'). Basta integrare il dato di ( con la totalità di tutti i morfismi di 
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 che hanno dominio e codominio in (, e restringendo opportunamente (e naturalmente) funzione di incidenza, prodotto parziale, e corrispondenza identità, non c'è proprio nessuna difficoltà concettuale a introdurre tale categoria. Parleremo in un caso come questo di una sottocategoria piena della categoria 
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, dove il primo termine non richiede spiegazioni, mentre l'aggettivo "piena" sta a specificare che per ogni coppia ordinata X, Y di oggetti della sottocategoria, l'insieme dei morfismi H
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'(X,Y) coincide esattamente con l'insieme dei morfismi H
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(X,Y) (tutto il resto, cioè P e id, rimanendo in ogni sottocategoria sostanzialmente "invariato"). Per esempio, 
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 è una sottocategoria piena della categoria 
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, così come "piene" vanno intese pure tutte le sottocategorie di cui alla Fig. III.29 (vedremo invece una significativa eccezione nel capitolo VI, quando si tratterà di introdurre il concetto di morfismo tra due semigruppi unitari). [Si rammenti che nel capitolo precedente abbiamo accennato all'uso di chiamare "pieni" i sottografi di un grafo che abbiano il medesimo insieme dei vertici del grafo ambiente, ed eventualmente soltanto un po' meno spigoli. Nel caso delle sottocategorie l'uso del termine è completamente opposto, sicché abbiamo preferito mantenere questo secondo, e comportarci poi coerentemente. Così, potremmo dire una sottocategoria 
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' ( 
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 intera, o integrale, quando risulti

 Ob(
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') = Ob(
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), e naturalmente H(
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') ( H(
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) (un esempio sarebbe costituito dalla categoria degli insiemi, dove si limiti la considerazione dei morfismi ai soli monomorfismi, o ai soli epimorfismi; che si tratti di una sottocategoria intera di 
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 risulta chiaro da (I.26)). Si osservi peraltro che 
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' ( 
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, ovvero 
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' è una sottocategoria propria di 
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, significa o che Ob(
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') ( Ob(
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), e quindi necessariamente H(
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') ( H(
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), o Ob(
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') = Ob(
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), e allora certamente H(
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') ( H(
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). In ogni caso, H(
[image: image57.wmf]C

') = H(
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) ( Ob(
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') = Ob(
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), si ricordi l'esistenza di un morfismo identità per ogni oggetto. Ci sembra che l'emergenza di questo "conflitto terminologico" testimoni comunque di un'inconscia persuasione, cioè che nelle categorie la "prima" attenzione debba andare agli oggetti (vertici), mentre nei grafi debba andare agli spigoli (morfismi).]
Con il linguaggio della teoria dei (multi)grafi, si tratta di immaginare una sottototalità di vertici, lasciando immutati tutti gli spigoli che li collegano. Più in generale, analogamente, si parlerà soltanto di una sottocategoria della categoria 
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 quando si saranno ridotti eventualmente sia vertici sia morfismi, ripetiamo, senza modificare però né P né id. Ne consegue che non potremo per esempio eliminare i morfismi identità corrispondenti agli oggetti della sottocategoria, mentre un prodotto tra morfismi darà sempre lo stesso risultato, quando naturalmente sia possibile effettuarlo, tanto nella categoria d'origine quanto nella sottocategoria, sicché se nella sottocategoria conserveremo due morfismi tra loro "componibili", ecco che saremo costretti a conservare anche il loro prodotto.

In un contesto di generalità quale quello di questo primo paragrafo, val la pena illustrare immediatamente il concetto di isomorfismo in una qualsiasi categoria 
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. Dati due oggetti X, Y di 
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, un elemento f di H
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(X,Y) si dice un isomorfismo se esiste un elemento g ( H
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(Y,X) tale che:

(IV.9) fg = idY ; gf = idX ,

ovvero tale che f e g siano reciprocamente l'uno l'inverso bilatero dell'altro, rispetto alla struttura di semigruppo parziale di H(
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) (sappiamo già sostanzialmente, teorema (I.37), che g, se esiste, è univocamente determinato da f, e viceversa, sicché si potrà ancora usare per esso il conveniente simbolo f-1).

[Se il concetto di isomorfismo in una categoria arbitraria 
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 è facilmente e in maniera universalmente condivisa precisabile come dianzi illustrato, è invece problematico introdurre quelli di epimorfismo e monomorfismo, perché in 
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 gli oggetti non sono necessariamente insiemi (né "riconducibili" a insiemi come nel caso di una categoria concreta: vedi il paragrafo sui funtori), e i morfismi non sono necessariamente funzioni (morfismi in 
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), né riconducibili ad esse come appena accennato, sicché le nozioni di suriettività e iniettività diventano in generale inutilizzabili allo scopo. Si aprono allora diverse strade, compresa quella di non generalizzare affatto tale nozione, una scelta che appare però troppo radicale! L'idea che guida verso la ricercata generalizzazione è simile a quella cui si è fatto precedentemente ricorso nella (IV.9): individuare cioè qualche caratteristica puramente algebrica delle due "qualità" in discorso. Si potrebbe pensare per esempio di giocare sull'invertibilità parziale anziché bilatera, tenuto conto dei teoremi (I.31), (I.32), e dei loro "inversi" (I.31'), (I.32') (ricordiamo però che (I.31') ammette un'eccezione, unica ma significativa), oppure sui teoremi (I.A.8') e (I.A.9'), i quali caratterizzano esattamente epimorfismi e monomorfismi nella categoria 
[image: image70.wmf]Ens

 attraverso la condizione algebrica di semiregolarità. Viene naturale proporre così la seguente definizione: un morfismo f in una qualsiasi categoria 
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 è un epimorfismo se esso è semiregolare a destra (cancellabile a destra), ed è invece un monomorfismo se è semiregolare a sinistra (cancellabile a sinistra), con il vantaggio di avere una definizione che nel caso 
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 coincide integralmente con quella nota, e che è "chiusa" rispetto al prodotto (ossia, il teorema (I.26) diventerebbe un teorema "universale": il prodotto di epimorfismi sarebbe sempre un epimorfismo, così come il prodotto di monomorfismi sarebbe sempre un monomorfismo; rimane ovviamente sempre vero che il prodotto di isomorfismo è un isomorfismo). Gli svantaggi di questa definizione sono però importanti, a partire dalla circostanza che, mentre invertibilità parziale e semiregolarità sono comunque strettamente collegate in 
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, tali due proprietà cessano di esserlo nel caso generale. Infatti, se resta manifestamente valido il teorema (I.A.6), vale a dire, nei termini attuali, che un morfismo invertibile a destra è un epimorfismo (i.e., semiregolare a destra), e che uno invertibile a sinistra è un monomorfismo, il viceversa cesserà di essere vero, sia pure a meno di "eccezioni"; anzi, il fatto che un morfismo semiregolare, a destra o a sinistra, non sia invertibile, rispettivamente a destra o a sinistra, diverrà piuttosto una "regola", come si avrà modo di constatare anche in alcune categorie notevoli, come quella dei gruppi. Come conseguenza di quanto appena osservato c'è da aspettarsi che, mentre un isomorfismo risulterebbe certamente sia un monomorfismo che un epimorfismo, il viceversa non sarebbe vero, vale a dire potrebbero darsi casi di morfismi tanto mono quanto epi, ma non iso. A nostro parere c'è però di peggio, e cioè che, pure nel caso di categorie "concrete" importanti (sarà bene tornare su questa lunga nota non solo dopo aver letto il paragrafo sui funtori, ma anche il capitolo VI), ecco che un epimorfismo non corrisponderebbe necessariamente a un morfismo suriettivo, così come un monomorfismo non corrisponderebbe necessariamente a uno iniettivo. Osserviamo a questo proposito che, se una data categoria 
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 è concreta, allora il semigruppo parziale H(
[image: image75.wmf]C

) dei suoi morfismi risulta "sostanzialmente" un sottosemigruppo parziale di H(
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) (si tratta di una quasi-inclusione, o di un'estensione, nel senso precisato nell'ultimo paragrafo dell'appendice al capitolo I, e su cui si tornerà nel capitolo VI), e quindi che, se un certo morfismo di 
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 è cancellabile in H(
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) (a destra o a sinistra), allora esso è a fortiori cancellabile in H(
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). Come dire che, nelle presenti condizioni, sussiste la seguente proposizione: se un morfismo di 
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 è suriettivo come morfismo in 
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, allora esso è certamente un epimorfismo, e, "dualmente", se un morfismo di 
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 è iniettivo come morfismo in 
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, allora esso è certamente un monomorfismo. Il viceversa però non sarebbe sempre necessariamente vero, neppure in qualche caso rilevante (si tratta di fenomeni ai quali dedicheremo un po' d'attenzione quando ci capiterà di incontrarli), quale l'inclusione canonica di N in Z, che risulterebbe "paradossalmente" un epimorfismo nella categoria dei semigruppi. Aggiungiamo che si potrebbe provare invece (e lo faremo nel capitolo VI) che un "epimorfismo" nella categoria dei gruppi è di necessità suriettivo, e che nelle "ordinarie" categorie algebriche, d'ordine, e topologiche, non ci si imbatterebbe mai in "monomorfismi" che non siano iniettivi; anche questa, peraltro ulteriore, differenza tra epimorfismi e monomorfismi riuscirebbe a nostro sentire concettualmente "sgradevole". Insomma, ogni singola categoria, concreta o no, richiederebbe, nel contesto in esame, una speciale analisi di per sé, e se da un canto i problemi, e l'interesse, aumentano, ecco che invece, sotto il profilo puramente definitorio, ci troveremmo in un bell'intrico, e con il rischio di qualche "confusione". In definitiva, riteniamo più opportuno aderire alla seguente convenzione: si parlerà esplicitamente, quando sarà il caso, di morfismi parzialmente invertibili, o parzialmente cancellabili, riservando il termine epimorfismi e monomorfismi alle sole categorie concrete, ossia a quelle categorie che risultano "collegate" alla categoria degli insiemi. Epimorfismo sarà in tale caso per noi un semplice sinonimo di morfismo la cui "immagine" sia suriettiva in 
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, e monomorfismo sinonimo di morfismo la cui immagine sia iniettiva in 
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 (è questa del resto una convenzione comune "per istinto" a persone non addentro alla teoria delle categorie!). Riassumiamo in conclusione: un epimorfismo è sempre semiregolare a destra; un morfismo invertibile a destra, nell'attuale caso di una categoria concreta, è sempre un epimorfismo; viceversa, un epimorfismo non è necessariamente invertibile a destra, gli inversi in 
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 potendo non avere "corrispondente" nella categoria "d'origine"; il prodotto di epimorfismi è un epimorfismo; analoghe asserzioni sussistono per i monomorfismi; in ogni caso, e riconosciamo di essere di fronte a una certa "incoerenza", la nozione di isomorfismo resterà al contrario legata a quella di invertibilità in H(
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), e quindi un "morfismo biunivoco", vale a dire al tempo stesso mono e epi, non sarà necessariamente un isomorfismo; una conseguenza di tale "sistemazione" è che le nozioni di epimorfismo e monomorfismo non dipendono da particolari sottocategorie 
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 dell'assegnata categoria concreta 
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 in cui si può considerare il dato morfismo f, nel senso che se f ( H(
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), allora f è epi e mono ses è tale in H(
[image: image91.wmf]C

), mentre non vale altrettanto per la nozione di isomorfismo, nel senso che se f è iso in H(
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C

), allora f è necessariamente iso anche in H(
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), ma f potrebbe essere iso in H(
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) senza esserlo in H(
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C

); qualcosa di analogo, ma alla rovescia, rispetto al passaggio dal tutto alla parte, vale per i morfismi semiregolari, ovvero per gli epimorfismi o i monomorfismi in quell'accezione che abbiamo deciso però di non fare nostra, vale a dire, se f è cancellabile, a destra o a sinistra, in H(
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), allora lo è a fortiori in H(
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), ma f potrebbe essere parzialmente cancellabile in H(
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) e non essere tale in H(
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).]

Un isomorfismo si dice naturalmente un automorfismo qualora dominio e codominio coincidano. L'insieme degli automorfismi di un qualsiasi oggetto X di una qualsiasi categoria non è mai vuoto, dovendo contenere almeno idX (il quale risulta banalmente per definizione un automorfismo di X), ed è un sottogruppo del semigruppo degli endomorfismi H
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(X), scriveremo, con simbolismo peraltro non del tutto nuovo, Aut
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(X) ( H
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(X).

La precedente definizione di isomorfismo è naturalmente coerente con tutti i casi particolari che abbiamo già esaminato, e rimane sempre la stessa in ogni categoria, sicché una volta introdotti degli enti matematici che siano organizzabili in una tale struttura, non bisognerà stare a specificare caso per caso cosa si debba intendere per isomorfismo tra di essi. Semmai, si potranno caso per caso stabilire delle condizioni particolari per cui un dato morfismo risulti di fatto un isomorfismo, e qui le cose possono invero cambiare da categoria a categoria. Per esempio, mentre nella categoria delle strutture algebriche (semplici, ma non solo), di cui diremo meglio nel capitolo, VI è sufficiente che si abbia a che fare con corrispondenze biunivoche tra gli insiemi sostegno delle strutture, abbiamo già avuto modo di notare che questo non è il caso quando si abbia a che fare con dei grafi, e se per questo neppure con l'importante categoria degli spazi topologici.

Chiudiamo il paragrafo osservando che il concetto di isomorfismo permette di introdurre una significativa relazione d'equivalenza nella classe degli oggetti di una qualsiasi categoria 
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. Precisamente, data una coppia ordinata (X,Y) di oggetti di 
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, diremo che Y è equivalente ad X se esiste un isomorfismo f di H
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(X,Y). La relazione è ovviamente riflessiva (in H
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(X) esiste l'isomorfismo idX), simmetrica (ad f in H
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(X,Y) corrisponde l'inverso bilatero in H
[image: image108.wmf]C

(Y,X)), e infine transitiva, perché se f ( H
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(X,Y) è un isomorfismo, allo stesso modo di g ( H
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(Y,Z), allora il prodotto gf risulta un isomorfismo tra X e Z (basta notare che, in forza delle attuali definizioni formali, il morfismo f-1g-1, certamente esistente, risulta un inverso bilatero, e quindi l'invero bilatero, del morfismo fg).

La relazione d'equivalenza appena illustrata, indichiamola con il segno (, permette di introdurre una nuova classe di oggetti, la classe quoziente di Ob(
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) rispetto a (, ovvero Ob(
[image: image112.wmf]C

)/(, la quale sarà il sostegno naturale di una nuova struttura di categoria associabile ad ogni categoria 
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, che si dice lo scheletro di 
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, in simboli Sk(
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).

Noti gli oggetti di Sk(
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), in virtù appunto della:

(IV.10) Ob(Sk(
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)) = Ob(
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)/( ,

dobbiamo ancora definire la classe dei morfismi H(Sk(
[image: image119.wmf]C

)), insieme a incidenza, prodotto parziale, etc., ma sull'argomento torneremo in una successiva sezione del presente capitolo. Qui basterà solo dire che la determinazione il più possibile completa di Sk(
[image: image120.wmf]C

) (tanto cioè ad oggetti, quanto a morfismi), assegnata una categoria di enti di particolare interesse, costituisce una delle mète obbligate del matematico. Dedicheremo il capitolo V a tale studio (ancorché parziale, limitatamente cioè agli oggetti dello scheletro) nel caso della categoria degli insiemi, mentre lo studente che segue il corso parallelo di Algebra lineare non dovrebbe avere difficoltà a comprendere che starà sostanzialmente studiando lo scheletro della categoria degli spazi vettoriali (di dimensione finita) su un dato campo K. [Una sorta di "assurdità" logico-didattica, proporre lo studio di un capitolo "avanzato" dell'Algebra senza aver prima analizzato i precedenti, unicamente perché si tratta di un capitolo "facile" dal punto di vista di alcuni, peraltro solo alcuni, "calcoletti"; senza dire del fatto che tale studio assumerebbe un degno significato soltanto dopo aver indagato le necessarie premesse di Geometria, considerando quindi tale indagine un punto di arrivo, non già di partenza!]
Categorie "piccole"

Dopo le numerose categorie "grandi" incontrate nei precedenti capitoli, vediamo adesso invece qualche esempio di categorie piccole. A parte la categoria vuota, priva di "vertici" e di "spigoli", la più piccola categoria è quella rappresentata dalla seguente figura:
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(Fig. IV.11)

costituita cioè da un unico oggetto a e da un unico morfismo, che allora non può essere altro che ida.

Già più interessante è una categoria del tipo seguente:
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(Fig. IV.12)

che è costituita ancora da un unico oggetto, ma da un certo insieme di morfismi, nella figura ne sono stati indicati per esempio 3. Uno di essi deve essere il morfismo identità, e il loro complesso, perché il multigrafo corrisponda a una categoria, deve essere il supporto di un semigruppo unitario, il cui elemento neutro sarà appunto il morfismo ida. Viceversa, ogni semigruppo unitario (S,() (con ( indichiamo genericamente l'operazione di S; si tratta di un argomento, o meglio di una categoria!, che verrà discusso in maniera specifica nel capitolo VI), individua una categoria 
[image: image123.wmf]C

, con un solo oggetto (che può essere peraltro scelto in modo arbitrario), e i cui morfismi H(
[image: image124.wmf]C

) sono esattamente il supporto S del semigruppo (il prodotto P è individuato da (, e il morfismo identità sarà costituito dall'elemento neutro del semigruppo). In altre parole, lo studio delle categorie la cui classe degli oggetti sia ridotta a un singleton, è "la stessa cosa" che la teoria dei semigruppi (vedremo nel corso di questo stesso capitolo quale senso preciso può essere dato all'espressione: "la stessa cosa").

(IV.13) Nota. Se vogliamo per esercizio individuare una struttura di categoria esattamente nel multigrafo rappresentato nella Fig. IV.12, dobbiamo specificare la struttura di prodotto (in questo caso "totale" e non più parziale) della categoria, ossia dobbiamo dare una struttura di semigruppo unitario all'insieme (ida,(,((. Sapendo già che l'elemento neutro deve essere ida, e quindi che: (ida)(ida) = ida, (ida)( = (, etc., ciò che importa è precisare chi siano i quattro prodotti ((, ((, (( = (2, (( = (2 (per i quali abbiamo a priori 34 = 81 possibili scelte), sempre tenendo presente che il tutto deve essere fatto in modo tale che l'operazione risulti infine associativa. Posto per convenienza ida = 1, si tratta quindi di determinare una tabella come la seguente (una matrice 3(3, ovvero di 3 righe e 3 colonne, i cui elementi sono i morfismi della categoria - per il momento ne compaiono solo alcuni, esattamente 6 di 9, altri 3 sono indicati come "incognite" - e che è stata opportunamente "orlata" con un'ulteriore riga e un'ulteriore colonna, in modo che sia agevole la comprensione della sua "interpretazione: nel posto (1,1) si legge il prodotto di 1 per 1, nel posto (1,2) il prodotto di 1 per (, nel posto (2,3) il prodotto di ( per (, etc.; quella che ci interessa attualmente è la sottomatrice quadrata 2(2 della matrice, quella costituita dalla seconda e terza riga, e dalla seconda e terza colonna, un elemento della quale, precisamente quello di posto (2,3), abbiamo scelto in modo arbitrario, e "conveniente"):
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(Fig. IV.14)

Il problema è quello di assegnare l'intera matrice dei prodotti, che farà parte integrante della definizione della categoria che stiamo cercando di individuare, in modo tale che l'operazione sia associativa, mentre abbiamo già specificato nella tabella la condizione che il morfismo 1 sia l'elemento neutro rispetto al prodotto che stiamo cercando. Tanto per far vedere come si può procedere per completare la tabella in modo adeguato, cominciamo a chiederci come possiamo definire ( per (, per il quale abbiamo tre sole alternative, tra loro ovviamente escludentisi: o (( = 1, o (( = (, o (( = (. Nella Fig. IV.14 abbiamo già indicato la prima alternativa, lasciando indeterminate le altre scelte con le tre "incognite" x, y, z. Andiamo ora a vedere quali sono le possibilità che ci rimangono, per esempio per la x = (( = (2. E' chiaro che x non potrà essere 1, perché se il prodotto finale deve essere associativo, allora dalla

 (( = 1 trarremmo ((( = (2( = (, e se fosse (2 = 1 avremmo (2( = (, inaccettabile perché

 ( ( (. Potrebbe essere x = (2 = (, ma allora di nuovo (( = 1 ( (2( = ( ( (( = (, inaccettabile perché ( ( 1. In definitiva, l'alternativa che stiamo indagando, (( = 1, ci costringe a porre (2 = ( (senza ancora naturalmente sapere se riusciremo infine a ottenere comunque un prodotto associativo). Continuando sulla medesima strada, dobbiamo ragionare adesso su chi può essere z = (2. Se fosse z = 1, avremmo (( = 1 ( ((2 = ( ( ( = (, nuovamente una contraddizione, mentre se fosse z = (, allora avremmo

 (( = 1 ( ((2 = ( ( (( = (, che è pure una contraddizione perché ( ( 1. Insomma, ci resta solo la scelta z = (. Abbiamo così determinato 8 elementi su 9, ci resta da capire come si può scegliere y = ((. Se fosse y = (, allora avremmo (( = ( ( ((2 = (2 ( (( = (, ma abbiamo convenuto che (2 non può che essere (, e ( è diverso da (. Potrebbe essere y = (? Dalla

 (( = ( conseguirebbe adesso (2( = (2, ossia (( = (, mentre abbiamo riconosciuto che (2 deve essere (. Non abbiamo quindi scelta, z = (( deve essere 1. Fatta dunque l'ipotesi (( = 1, la nostra tabella risulta dunque così univocamente completata:
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(Fig. IV.15)

e con un po' di pazienza si vede che questo prodotto è veramente associativo (bisogna prendere tutte le terne ordinate di morfismi della categoria, che sono 27, e verificare l'associatività una ad una, anche se quando uno dei morfismi è 1 la questione non si pone, alcune terne le abbiamo già verificate, etc., e quindi il numero delle verifiche da effettuare diminuisce sensibilmente). Notiamo anzi che abbiamo individuato un prodotto tale che ogni elemento sia invertibile (sia a destra che a sinistra), e quindi che si tratta non solo di un semigruppo (unitario) ma addirittura di un gruppo. Inoltre, un gruppo commutativo, come si nota dalla simmetria della matrice rispetto alla sua diagonale principale. Tutti gli elementi della nostra piccola categoria risultano in questo caso degli isomorfismi, anzi più precisamente degli automorfismi. Val la pena di osservare anche che in ogni riga, e in ogni colonna, della matrice compaiono tutti gli elementi dell'insieme sostegno della struttura algebrica, opportunamente "permutati", una proprietà questa caratteristica dei gruppi, come vedremo meglio nel capitolo VI. Lo studente volenteroso potrà completare da sé la discussione esaminando le altre due alternative che non abbiamo preso in considerazione, cioè (( = (, e (( = (, analizzando meticolosamente le sottoalternative che da esse si aprono, ma basterà per noi concludere qui questo "esercizio" (daremo la soluzione nel detto capitolo VI), da cui vogliamo trarre comunque una morale. I calcoli "concreti" tendono a diventare presto alquanto complicati per il "modesto" intelletto umano, ben soccorrano quindi elaboratori automatici, etc., che non potranno in ogni caso dare però risposta alle domande di "senso", e diminuire la "responsabilità" delle scelte. Il lavoro del matematico "teorico" sarà proprio quello di tentare di dare risposta a certe domande attraverso considerazioni di tipo generale, senza entrare in un ginepraio di calcoli più o meno lunghi e/o complicati (la "lunghezza" può sempre ritenersi un elemento di "complicazione"), con il rischio di omettere qualche caso (si rammenti quanto asserisce al proposito Cartesio nel brano che abbiamo riportato nell'appendice all'Introduzione: <<enumerazioni così complete e verifiche così generali da esser sicuro di nulla omettere>>).

Proseguiamo il nostro cammino nel regno delle categorie piccole mostrandone una semplicissima con due oggetti:
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(Fig. IV.16)

il cui grafo è sconnesso, e un'altra ancora, il cui grafo è invece connesso:
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(Fig. IV.17)

In entrambe le circostanze, essendo le prescrizioni relative a id (e a I) "indicate" dalle figure, non c'è molto da dire quanto a P, dovendosi solo trattare i casi ovvi di prodotti in cui un elemento è sempre necessariamente un morfismo identità. Come dire che il disegno "sottintende" quale sia la struttura di prodotto parziale P che si deve prendere in considerazione, ed è quindi possibile asserire senz'altro che esso "determina" proprio una categoria, senza alcuna ambiguità (che sarebbe invece presente nella Fig. (IV.12), senza l'aggiunta di qualcuna delle tabelle di cui alla nota (IV.13)).

Osserviamo che la categoria di cui alla Fig. (IV.16), ancorché banalissima, è comunque istruttiva, perché corrisponde a una costruzione di tipo generale, quella dell'unione disgiunta di due categorie, allo stesso modo che si faceva l'unione disgiunta di due insiemi, o di due grafi. Senza stare a insisterci troppo, assegnate due categorie 
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 e 
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', tali che supponiamo tutti e quattro i componenti Ob(
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), Ob(
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'), H(
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) e H(
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') siano a due a due disgiunti, possiamo costruire la categoria unione 
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(
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', tale che, naturalmente:

(IV.18) Ob(
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(
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') = Ob(
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)(Ob(
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') ; H(
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(
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') = H(
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)(H(
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') ,

con le "ovvie" incidenza, struttura di prodotto parziale, e infine identità.

Tanto per chiarire ancora, ecco un esempio della costruzione (IV.18) applicata alla categoria IV.17 (mentre manifestamente la IV.16 è il frutto della medesima costruzione a partire dalla IV.11):
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(Fig. IV.19)

Proseguiamo in questo tipo di speculazioni fornendo un altro esempio di categoria con due soli oggetti, nella quale nuovamente la struttura di prodotto parziale è desumibile in modo univoco dalla rappresentazione grafica:
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(Fig. IV.20)

Non ci sono infatti "scelte" per i prodotti (( e ((, essi debbono necessariamente coincidere con gli opportuni morfismi identità. Allo stesso modo, è senz'altro non "ambigua" nel contesto in esame la seguente figura:
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(Fig. IV.21)

perché non ci sono composizioni da specificare tranne quelle "banali" (in quanto "obbligate").

Quella che segue, invece, senz'altro non è una categoria:
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(Fig. IV.22)

perché non c'è nessun morfismo tra a e c che possa essere "candidato" a risultato del necessario prodotto (( (l'unico non scontato). Con l'aggiunta di un solo morfismo ( come in figura:
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(Fig. IV.23)

la IV.22 "diventa" però un categoria, perché allora necessariamente la situazione grafica di IV.23 impone (( = (, e non c'è bisogno di altre specificazioni. Tanto per fare un ulteriore esempio, forse ormai non necessario, la figura seguente invece non individua univocamente una categoria, a meno che non sia specificato chi, tra i morfismi ( e (, debba essere ritenuto il prodotto di ( per (:
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(Fig. IV.24)

Torniamo a pensare in "grande"

Dopo esserci occupati un poco di categorie "piccole", torniamo a occuparci di categorie "in generale", illustrando anche qualche costruzione notevole, oltre a quella che abbiamo già descritta, non troppo importante, di unione disgiunta. Più rilevante è infatti senz'altro la nozione di categoria prodotto di due categorie 
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 e 
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', che indicheremo naturalmente con il simbolo 
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(
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'. Si tratta, come ci si può attendere, della categoria definita dalle posizioni:

(IV.25) Ob(
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(
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') = Ob(
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)(Ob(
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') ; H(
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(
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') = H(
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)(H(
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') ,

ovvero della categoria i cui oggetti sono le coppie ordinate che hanno primo elemento in Ob(
[image: image163.wmf]C

) e secondo elemento in Ob(
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'), mentre la stessa definizione viene data, mutatis mutandis, per i morfismi della nuova categoria. Immediato è comprendere struttura d'incidenza, prodotto parziale e identità della categoria appena introdotta. Se f diciamo è elemento di H
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(X,Y), mentre f' ( H
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'(X',Y'), ecco che (f,f') ( H
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(
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'((X,X'),(Y,Y')) (lo studente potrà forse utilmente "divertirsi" a costruire qualche "prodotto" tra talune delle piccole categorie di cui al paragrafo precedente).

La categoria prodotto interviene per esempio nel concetto di prodotto cartesiano tra due insiemi attraverso una "corrispondenza" del seguente tipo:

Ob(
[image: image169.wmf]Ens

(
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)  (  Ob(
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)

      (X,Y)      [image: image172.png]


     X(Y

nella quale dominio e codominio sono classi, ma nulla osta veramente a che si continui a usare un linguaggio a noi ormai abituale ed espressivo.

In effetti alla corrispondenza precedente se ne accompagna anche un'altra:

H(
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(
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) ( H(
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)

        (f,g)    [image: image176.png]


    f(g

e vedremo nel prossimo paragrafo come la coppia di corrispondenze assuma un particolare rilevante significato nei termini di funtore tra le categorie 
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(
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 e 
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 (allo stesso modo che funtori saranno pure la prima proiezione di 
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(
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 su 
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, e la seconda, concetti che ci sembra non richiedano ormai particolari delucidazioni).

Introduciamo ancora, data qualsiasi categoria 
[image: image183.wmf]C

, la sua categoria dei morfismi, che indicheremo con il simbolo H
[image: image184.wmf]C

, il quale andrà tenuto ben distinto dal simbolo H(
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). Si tratta semplicemente di costruire la categoria che ha come oggetti i morfismi di 
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, ovvero Ob(H
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) = H(
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), ma quale concetto di "morfismo" tra due morfismi? Comunque dati f ( H
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(A,B), e f' ( H
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(A',B'), un morfismo tra f e f' sarà una coppia ordinata (f1,f2) di morfismi come in figura:
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(Fig. IV.26)

con la condizione che il diagramma in oggetto sia commutativo, ovvero che risulti f2f = f'f1. (la coppia ordinata (f1,f2) fa cioè passare "ragionevolmente" dal morfismo f al morfismo f').

Qualora si tratti per esempio di due morfismi f, f' aventi lo stesso dominio oppure lo stesso codominio, la situazione illustrata dalla Fig. IV.26 ammette alcuni casi particolari interessanti, e precisamente f1 = idA, oppure f2 = idB (se addirittura f, f' ( H
[image: image192.wmf]C

(A,B) si può continuare a proporre l'una o l'altra delle condizioni appena specificate; palesemente, se esse valgono entrambe, allora risulta decisamente f = f'), i quali sono descrivibili mediante i seguenti diagrammi, è tacito supposti sempre commutativi:
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(Fig. IV.26')

Facile è constatare che H
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 è in effetti una categoria, in quanto incidenza, prodotto parziale e identità sono del tutto "naturali". Qui osserviamo piuttosto che H
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 risulta palesemente collegata alla categoria 
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(
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 mediante un'"ovvia" corrispondenza (indotta dall'incidenza di 
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):

Ob(H
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)          (          Ob(
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(
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)

              f                 [image: image202.png]


    (dom(f),codom(f))

alla quale si accompagna, come nel caso precedente, una corrispondenza sulla classe dei morfismi:

   H(H
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)  (  H(
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(
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)

  (f1,f2)   [image: image206.png]


   (f1,f2)

la quale pure assume per noi un particolare significato, in quanto un morfismo tra morfismi, e cioè un morfismo nella categoria H
[image: image207.wmf]C

, appare coincidere esattamente con un morfismo nella categoria 
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(
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, ancorché soddisfacente una determinata condizione (la predetta commutatività), di guisa che, detta F la prima delle due corrispondenze attualmente in esame, ed f, g due qualsiasi oggetti di H
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, l'insieme dei morfismi in H
[image: image211.wmf]C

 tra f e g risulta essere un sottoinsieme di H
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(
[image: image213.wmf]C

(F(f),F(g)), una situazione che incontreremo ancora in diversi contesti alquanto rilevanti.

La categoria dei morfismi ammette ovviamente un'importante sottocategoria, quella degli endomorfismi (che indicheremo con il simbolo E
[image: image214.wmf]C

), che non vogliamo considerare però come una semplice sottocategoria piena di H
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, restringendone cioè soltanto gli oggetti, in quanto appare opportuno restringerne anche i morfismi. Precisamente, diremo che un morfismo tra due endomorfismi f, f' come nella seguente figura:
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(Fig. IV.27)

è semplicemente un unico morfismo g ( H
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(A,A') che soddisfi al requisito di commutatività del diagramma, e non due.

Un'ultima osservazione ci sembra conveniente dedicarla alla categoria delle azioni, a partire naturalmente dal caso di quei particolari morfismi della categoria 
[image: image218.wmf]Ens

 del tipo f : A(B ( C, i quali comprendono in sé tanto il concetto di operazione su un insieme A (sempre binaria, interna oppure no), quanto quello di relazione (nuovamente sempre binaria, interna oppure no). Potremo definire la categoria Az(
[image: image219.wmf]Ens

), con simbolismo autoesplicativo, individuandone gli oggetti nella quaterne ordinate (A,B,C,f), dove i primi tre componenti della quaterna sono insiemi, mentre l'ultimo è un morfismo del tipo sopra indicato, ma la domanda principale è ancora una volta: qual è il modo più significativo di definire il concetto di morfismo tra due azioni?

La risposta a tale domanda è fornita dal diagramma seguente:
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(Fig. IV.28)

ovvero, un morfismo tra le due azioni raffigurate nella IV.28 non sarà altro che una terna ordinata di morfismi (f1,f2,f3), i cui domini e codomini sono determinati dal diagramma, la terna dovendo però soddisfare, ancora una volta, alla commutatività, cioè si chiede che risulti: f'(f1(f2) = f3f. Si tratta di procedure che possono sembrare a prima vista piuttosto "astratte", ma che ci si renderà conto man mano essere invece del tutto naturali, e corrispondenti a varia "fenomenologia" in cui si avrà occasione di imbattersi.

Una sottocategoria particolarmente rilevante di Az(
[image: image221.wmf]Ens

) sarà quella nella quale i due insiemi A e C siano pensati "fissi", ovvero la sottocategoria delle azioni di un fissato insieme A, su un insieme B (pensato come variabile), che si dirà (e si può dire sempre) supporto, o sostegno, dell'azione, a valori in un fissato insieme C. Come prima nel caso di una categoria di endomorfismi, conviene non considerare tale sottocategoria come piena, bensì limitarsi ai morfismi del tipo illustrato nel seguente diagramma:
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(Fig. IV.29)

Vale a dire, un morfismo tra le due particolari azioni è un morfismo g : B ( B', che va costituire una terna del tipo morfismo generale tra le due azioni assieme ai due morfismi identità idA e idC: (idA,g,idC) ( H(Az(
[image: image223.wmf]Ens

)).

Un altro caso particolarmente interessante di sottocategoria (non piena) della categoria delle azioni è quello in cui B = C (non si tratta di un sottocaso del precedente, perché attualmente C va allora ritenuto variabile con B), per le quali azioni la definizione opportuna di morfismo è illustrata nella seguente figura:
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(Fig. IV.30)

(allo studente non sfuggirà la circostanza che la IV.30 descrive la conservazione della struttura di prodotto tra "scalari" e "vettori" in un morfismo - idem est, ie, applicazione lineare - tra due spazio vettoriali B e B'; qui A gioca il ruolo del campo degli scalari).

Terminiamo davvero informando che quanto precede può essere "generalizzato" al caso di una data categoria 
[image: image225.wmf]C

, qualora in essa si possa introdurre un opportuno concetto di "prodotto cartesiano" tra coppie ordinate di oggetti e coppie ordinate di morfismi, di modo che avrà senso parlare in questi casi anche della categoria Az(
[image: image226.wmf]C

) (per esempio se 
[image: image227.wmf]C

 è la categoria dei grafi, o quella dei gruppi, etc.), specificando semmai in maniera che si riterrà conveniente la totalità dei morfismi che si assumeranno di volta in volta per definire la categoria. Insomma, anche se è certamente poco, ed eccessivamente sommario, si spera di essere riusciti a far sentire un po' del sapore che possono avere certe considerazioni quando situate sull'appropriato livello, "astratto" sì, ma sempre in realtà originato, come dianzi si diceva, da fenomenologia matematica concreta.

Funtori

Il lettore avrà ormai compreso che nostro costante orientamento è il "principio" che, tutte le volte che si introduce un nuovo "concetto" generale in matematica (ente, struttura, etc.), allora deve essere anche contestualmente introdotto un adeguato concetto di "morfismo", di "corrispondenza" tra gli enti introdotti. A tale principio (alla cui osservanza si deve tra l'altro questo speciale capitolo!) non sfugge nemmeno il concetto di categoria: come si mettono in corrispondenza, come si fanno "dialogare" tra loro, due diverse categorie?

La risposta è fornita dal concetto di funtore tra due categorie, diciamole 
[image: image228.wmf]C

 e 
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'. Poiché una categoria è costituita, tra l'altro, da un duplice dato, quello dei suoi oggetti e quello dei suoi morfismi, ecco che un funtore F tra 
[image: image230.wmf]C

 e 
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', e scriveremo, come sarà naturale, F : 
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 ( 
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', sarà anch'esso una duplice "funzione", una prima tra Ob(
[image: image234.wmf]C

) e Ob(
[image: image235.wmf]C

'), diciamola F1, una seconda tra H(
[image: image236.wmf]C

) e H(
[image: image237.wmf]C

'), diciamola F2 (per cui potremo scrivere F = (F1,F2), il che spiega perché abbiamo sottolineato il simbolo di funtore, anche se con una sola barretta, mentre abbiamo evidenziato in modo analogo il simbolo di categoria, ma con due barrette; avvertiamo subito che, mentre non ometteremo mai tale sottolineatura per evidenziare la presenza di un funtore in luogo di una "normale" corrispondenza, un comprensibile abuso di notazione porta a eliminare di fatto la differenza tra prima e seconda componente di un funtore, perché del resto, essendo oggetti e morfismi due classi disgiunte, quando si legge F(A) ed A è un oggetto si capisce che si sta parlando di F1, mentre quando si legge F(f) ed f è un morfismo, allora si capisce che si sta parlando di F2).

Dunque, dicevamo che un funtore è costituito da due corrispondenze, cioè non solo fa corrispondere ad ogni oggetto della prima categoria uno ed un solo oggetto della seconda, ma anche uno ed un solo morfismo della seconda a un morfismo della prima. Ma con quali proprietà aggiuntive, se opportune?

Sarà naturale richiedere prima di tutto che F1 ed F2 nel complesso siano "rispettosi" della struttura d'incidenza delle due categorie, ovvero che se f è un qualsiasi morfismo in 
[image: image238.wmf]C

 di dominio A e codominio B, allora F2(f) deve essere un morfismo in 
[image: image239.wmf]C

' avente dominio F1(A) e codominio F1(B):

(V.31) f : A ( B ( F(f) : F(A) ( F(B)

(nella precedente implicazione abbiamo volutamente utilizzato gli abusi di notazione cui avevamo accennato).

(V.32) Nota. Si dice che la (V.31) esprime la circostanza che il funtore F di cui trattasi è un funtore covariante, in quanto possono darsi esempi naturali nei quali il morfismo F(f) va in realtà da F(B) ad F(A). Non si rinuncia a parlare di funtore anche in questo caso, specificando però che si tratta di un funtore controvariante.

Allo stesso modo, si richiederà che F2 sia "rispettoso" della struttura algebrica di cui sono dotati il suo dominio e il suo codominio, comprendendo in tale esigenza anche la parte relativa alla "funzione" id. Tutto ciò si tramuta nella prescrizione che F2, la seconda componente del funtore, soddisfi entrambe le seguenti condizioni:

(V.33) Per ogni coppia ordinata di morfismi f, g ( H(
[image: image240.wmf]C

) che siano "componibili" in 
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, nel senso che esiste per esempio il prodotto gf, allora (F(f) e F(g) sono componibili in 
[image: image242.wmf]C

' per via di (V.31) e) risulta: F(gf) = F(g)F(f) (in parole, la composizione di due morfismi si tramuta nella composizione dei tramutati dei due morfismi fattori).

(Nel caso di un funtore controvariante, la F(gf) = F(g)F(f) si modifica necessariamente nella condizione: F(gf) = F(f)F(g), ovvero, si richiede ancora che F mantenga il prodotto, invertendo però l'ordine dei fattori.)

(V.34) ( A ( Ob(
[image: image243.wmf]C

) ( F(idA) = idF(A).

(Abbiamo naturalmente continuato a utilizzare i citati convenienti abusi di notazione.)

Noto adesso "rigorosamente" cosa sia un funtore tra due categorie, possiamo chiederci se abbiamo già incontrato simili "corrispondenze" senza chiamarle con il loro preciso nome. In questo capitolo abbiamo già approfittato di qualche occasione per introdurre il tema, per esempio quando abbiamo illustrato la corrispondenza che adesso possiamo denominare il "funtore prodotto cartesiano" PC, e scrivere come PC : 
[image: image244.wmf]Ens

(
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 ( 
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 (naturalmente soltanto dopo aver verificato che davvero quella coppia di corrispondenza tra oggetti e morfismi delle due categorie in discorso aveva il carattere funtoriale precisato dalle (V.31), (V.33), (V.34), ma si tratta di controllo che non riveste particolari difficoltà). Allo stesso modo abbiamo cercato di descrivere subito nella sua reale veste funtoriale quello che potremo denominare il funtore incidenza,

 I : H
[image: image247.wmf]C

 ( 
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(
[image: image249.wmf]C

, ma numerosi altri sono gli esempi di funtori che abbiamo incontrato. Per esempio, è una costruzione funtoriale (un endofuntore!) quella che fa passare da un insieme A all'insieme delle parti P(A), chiamiamo tale funtore P, qualora si decida di associare corrispondentemente a un morfismo

 f : A ( B il morfismo che abbiamo chiamato f( : P(A) ( P(B) (si porrebbe quindi f( = P(f)). Il fatto che si tratti invero di un funtore era specificato dalla (I.30XI), e dalla relazione (idA)( = idP(A), che era stata notata poco prima. E' doveroso a questo proposito osservare però che la medesima corrispondenza

P1 : Ob(
[image: image250.wmf]Ens

)( Ob(
[image: image251.wmf]Ens

), che associa a un insieme A l'insieme delle sue parti P(A), diventa la "metà" anche di un funtore controvariante (quello di prima era covariante, come sarà sempre implicito quando non si precisi diversamente), qualora si ponga, in luogo della f( = P(f), la f( = P(f) (che si tratta di un funtore controvariante, diverso quindi dal precedente covariante per la seconda sua componente, diventa adesso chiaro dalle (I.30XII) e dalla idP(A) = (idA)().

Notiamo en passant che anche le due costruzioni da un grafo qualsiasi a un ippo, e da un ippo a un ipo, sono in effetti entrambe naturalmente funtoriali, e veniamo al caso particolarmente importante dei cosiddetti funtori dimenticanti. Sono tali per esempio quelle corrispondenze che associano a un grafo, o a una struttura algebrica, il relativo insieme sostegno, dimenticando cioè la relativa "struttura" per ridursi al solo aspetto insiemistico dell'oggetto, sicché abbiamo tutta una famiglia di funtori dimenticanti tra quelle categorie introdotte nel capitolo III (e quelle che verranno introdotte nel capitolo VI) e la categoria degli insiemi, su cui quelle categorie si possono pensare per così dire "distese". Ecco una raffigurazione "ideale" del funtore dimenticante D da 
[image: image252.wmf]GRF

 a 
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:
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(Fig. IV.35)

In che senso quello indicato nella Fig. IV. 35 è un funtore (allo stesso modo che funtore, dotato di una proprietà del tutto "analoga", sarà il funtore dimenticante che va dalla categoria delle strutture algebriche semplici alla categoria degli insiemi, etc.)? Detto della componente relativa agli oggetti (nella figura (A,R) va in A), la parte del funtore D relativa ai morfismi è semplicemente quella che manda un morfismo ( tra due grafi (A,R), (A',R'), diciamolo ((A,R),(A',R'),f) (dove f è una funzione tra A e A' dotata della proprietà che abbiamo prescritto nel capitolo precedente), esattamente nella funzione f, ovvero D(() = f. E' assolutamente banale verificare che sussistono infatti tutte le proprietà (V.31), (V.33), (V.34), con l'ulteriore nuova peculiarità che la corrispondenza indotta da D (che, ripetiamo, adesso è stato precisato come si deve, sia nella componente relativa agli oggetti, sia in quella relativa ai morfismi) tra H
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((A,R),(A',R')) e H
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(A,A') diventa un'iniezione, ovvero si ha a che fare, come prima nel caso del funtore naturale tra H
[image: image257.wmf]C

 e 
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(
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, di una "famiglia" di monomorfismi, o di rappresentazioni fedeli, una per ciascuna coppia ordinata ((A,R),(A',R')) (si parla in casi come questi di un funtore fedele).

Queste osservazioni conducono al concetto generale di categoria concreta, intendendo con ciò una coppia ordinata (
[image: image260.wmf]C

,F), dove 
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 è una categoria, e F un funtore da 
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 verso 
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, con la condizione che il "passaggio" dai morfismi di 
[image: image264.wmf]C

 a quelli di 
[image: image265.wmf]Ens

 avvenga in maniera "fedele" come appena specificato. Si noti che, mentre numerose delle categorie che abbiamo fin qui considerato diventano in modo naturale la prima componente di una categoria concreta, la categoria generale delle azioni invece non è più tale, almeno non in modo "naturale", vale a dire in un modo che si noti "immediatamente".

Esempi notevoli di funtori fedeli sono quelli che conducono al concetto di diagramma commutativo in una certa arbitraria categoria 
[image: image266.wmf]C

, appunto come un funtore fedele che ha per "dominio" una delle "piccole categorie" di cui si è discusso in precedenza, e per codominio la categoria 
[image: image267.wmf]C

, che potremmo assumere per il momento coincidente con 
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. Infatti, se consideriamo una semplice categoria 
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 (dalla iniziale di "triangolo") del tipo seguente:

[image: image270.jpg]



(Fig. IV.36)

(tre oggetti e sei morfismi; i morfismi identità non sono stati indicati in figura; ( deve coincidere necessariamente con il prodotto di ( per (), cosa sarà un funtore tra 
[image: image271.wmf]T

 ed 
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? Sarà una corrispondenza che associa ad 1 un certo insieme diciamolo A, a 2 un certo insieme B, a 3 un certo insieme C, ai tre morfismi identità i tre rispettivi morfismi identità che non stiamo a prendere in considerazione, ma soprattutto ad ( un morfismo f tra A e B, a ( un morfismo g tra B e C, e infine a ( un morfismo h tra A e C, con la condizione però che f, g e h siano tre morfismi distinti, e che inoltre risulti: h = gf, ovvero precisamente quello che abbiamo chiamato un diagramma (triangolare) commutativo del tipo seguente (nella categoria 
[image: image273.wmf]Ens

):
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(Fig. IV.37)

In altre parole, la totalità dei diagrammi della specificata natura nella categoria 
[image: image275.wmf]Ens

 coincide con la totalità dei funtori da 
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 a 
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, che possiamo dire F'(
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,
[image: image279.wmf]Ens

) ("F" dall'iniziale di functor, dove l'apice sta a precisare la restrizione che si tratti di funtori fedeli; F(
[image: image280.wmf]C

,
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'), per due arbitrarie categorie 
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 e 
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', con o senza apice sopra la F, designa peraltro un concetto generale in qualche modo analogo agli insiemi di funzioni H(X,Y), o agli insiemi di morfismi H
[image: image284.wmf]C

(X,Y) relativi a una qualsiasi categoria 
[image: image285.wmf]C

). [Sorvoliamo sul fatto che la scelta arbitraria del dominio 
[image: image286.wmf]T

 - potremmo in effetti sceglierne un altro ad esso "isomorfo", ai sensi di quanto si dirà nel prossimo paragrafo - rende in effetti arbitraria a rigore anche la classe F'(
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,
[image: image288.wmf]Ens

), che invece non vorremmo tale. Tale arbitrarietà potrebbe però essere eliminata con ulteriori argomentazioni non troppo difficili da immaginare, ma con cui non vogliamo stancare eccessivamente il lettore principiante.]
Considerazioni del tutto analoghe alle precedenti si possono ovviamente ripetere per una categoria del tipo seguente:
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(Fig. IV.38)

detta la quale 
[image: image290.wmf]Q

 (dall'iniziale di "quadrato"; si noti bene che, necessariamente, essendo l'unico possibile candidato, il morfismo ( deve coincidere tanto con il prodotto ((, quanto con il prodotto ((, e che in effetti tanto basta perché il diagramma IV.38 definisca una struttura di categoria) possiamo introdurre per esempio la totalità dei diagrammi commutativi (quadrati) di 
[image: image291.wmf]Ens

 come la classe F'(
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,
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), e così via...

Chiudiamo il paragrafo con l'analisi di un altro caso manifestamente importante, quello offerto dal funtore Hom, o come sempre abbiamo scritto fin qui più semplicemente H. Fissiamo infatti un'arbitraria categoria 
[image: image294.wmf]C

, e consideriamo, per ogni coppia ordinata di oggetti X, Y di 
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, l'insieme H
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(X,Y). Si potrebbe pensare di trovarsi davanti a un funtore di due variabili, che va da 
[image: image297.wmf]C

(
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 a 
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, ma in effetti non è così. Assegnati infatti due morfismi f : X ( X', g : Y ( Y', e quindi un morfismo (f,g) da (X,Y) a (X',Y') in 
[image: image300.wmf]C

(
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, in che senso potremmo ad esso associare un morfismo, che potrebbe essere indicato con H((f,g)), da H
[image: image302.wmf]C

(X,Y) ad H
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(X',Y')? In che senso cioè esisterebbe una costruzione naturale che permette di individuare un morfismo h' tra X' e Y' corrispondente di un dato morfismo h tra X e Y, una volta che siano stati fissati f e g? (vedi la figura):
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(Fig. IV.39)

Infatti, anche se fosse possibile per h un'estensione di dominio relativa alla

 f : X ( X', non si avrebbe probabilmente un unico morfismo h' risultante da tale estensione, il che esclude la possibilità di un morfismo (naturale) del tipo che avremmo detto H((f,g)). Potrebbe sembrare strano che proprio la costruzione fondamentale su cui si fonda la teoria delle categoria non risulti poi funtoriale, ma in effetti possiamo è lecito descrivere la corrispondenza in questione, che potremmo indicare con: H :
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(
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 ( 
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 (utilizzando quindi ancora la sottolineatura che abbiamo introdotto per i funtori), in termini funtoriali, precisamente, parlando di un bifuntore, una corrispondenza che è separatamente un funtore in ciascuna delle due "variabili" che in essa compaiono, prima e seconda. Anzi un bifuntore alquanto speciale, che risulta controvariante nella prima variabile, e covariante nella seconda. Cosa significa tutto ciò? Dalla "corrispondenza" H, e per un fissato arbitrario oggetto A di 
[image: image308.wmf]C

, deduciamo la corrispondenza HA : 
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 ( 
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, che agisce su un oggetto (variabile) X mandandolo in H
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(A,X), e su un morfismo (variabile) f : X ( Y mandandolo nel morfismo, che diremo HA(f), tra H
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(A,X) e H
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(A,Y) definito semplicemente dalla composizione di morfismi, ( ( ( H
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(A,X) si tramuta in f( ( H
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(A,Y):
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(Fig. IV.40)

E' del tutto straightforward rendersi conto che HA è effettivamente una famiglia di funtori covarianti (tale covarianza fa collocare l'"indice" A in basso, allo stesso modo che in   ), uno per ogni oggetto A. Considerazioni analoghe si possono svolgere per la famiglia di funtori HB, dove naturalmente HB(X) = H
[image: image317.wmf]C

(X,B), e, per ogni f : X ( Y, HB(f) è definito, controvariantemente, dal seguente diagramma:
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(Fig. IV.41)

ma sulla pur rilevante questione tanto qui basti.

Trasformazioni naturali tra funtori

Ancora una volta, dopo aver introdotto il concetto generale di funtore, è doveroso chiedersi se sia possibile introdurre anche un'adeguata nozione di "morfismo" che "colleghi" tra loro tali nuovi enti. Nasce così la nozione di trasformazione naturale tra funtori, la quale avrà naturalmente a che fare, dal punto di vista "logico", con la nozione di morfismo tra morfismi di cui alla Fig. IV.26, e alla questione brevemente accenniamo.

Siano dunque 
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, 
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' due categorie, e F un funtore tra di esse, allo stesso modo che 
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, 
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' siano due categorie, e G un funtore tra di esse. Una trasformazione naturale tra F e G sarà una coppia ordinata di funtori (F1,F2), come nella seguente figura (si rammenti peraltro la IV.26):
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(Fig. IV.42)

la quale costituisca con F e G un "diagramma commutativo" nell'unico senso possibile del termine, tanto cioè in relazione agli oggetti, quanto in relazione ai morfismi. La definizione presuppone naturalmente la nozione di prodotto tra funtori, che si potrà introdurre senza difficoltà qualora si sia in presenza di uno "schema" del tipo seguente:
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(Fig. IV.43)

Tutto ciò mostra fino a che punto di possa spingere l'analogia tra morfismi e funtori (il prodotto in parola è associativo; per ogni categoria esiste un funtore identità, che opportunamente composto con altri funtori funge da elemento neutro per il prodotto, etc.).

In particolare, dovrebbe essere a questo punto chiaro non soltanto cosa si dovrà intendere con il concetto di isomorfismo tra categorie, in presenza di due funtori uno inverso dell'altro, ma anche con il concetto di isomorfismo tra funtori, in presenza di due trasformazioni naturali tra di essi, che siano nel senso appropriato una inversa dell'altra.

Cerchiamo di illustrare la definizione di trasformazione naturale esaminandone un caso particolare, di due funtori F e G che hanno lo stesso dominio 
[image: image325.wmf]C

 e lo stesso codominio 
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', supponendo che la trasformazione naturale tra di essi sia tale che il primo funtore F1 coincide proprio con l'identità di 
[image: image327.wmf]C

, mentre scriveremo semplicemente F2 = T per il secondo. Il diagramma IV.42 si tramuta allora in uno simile a quello che compare a sinistra nella Fig. IV.26':
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(Fig. IV.44)

La situazione è tale che un oggetto X del dominio si tramuta in due oggetti diversi del codominio, F(X) e G(X), il funtore T non può fare altro che mandare (sull'immagine di F relativa agli oggetti) F(X) in G(X), mentre per quanto riguarda la parte dei morfismi esso si riduce essenzialmente a una famiglia di morfismi di 
[image: image329.wmf]C

', diciamoli TX da F(X) a G(X), uno per ogni oggetto X di 
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, tale che il seguente diagramma risulti commutativo:
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(Fig. IV.45)

Se T è addirittura un isomorfismo (naturale!) tra i due funtori F e G, allora i due oggetti F(X) e G(X) risultano isomorfi in 
[image: image332.wmf]C

', e i morfismi TX realizzano proprio un "complesso" di isomorfismi (naturali gli isomorfismi, o naturale il complesso) tra di essi (per dimostrare che i TX risultano davvero degli isomorfismi, in presenza di un'altra trasformazione naturale T' da G a F, la quale risulti l'inversa della T - il prodotto di trasformazioni naturali è una trasformazione naturale etc. - bisogna fare un po' di diagram chasing, dal quale, date le nostre finalità comunque limitate, ci asteniamo).

La nomenclatura cioè permette di precisare talvolta in quale accezione due "costruzioni" sono tra loro "equivalenti", ovvero, il concetto di isomorfismo tra funtori può riuscire a dare cittadinanza strettamente matematica all'aggettivo "naturale" di cui queste pagine sono costellate. Illustriamo qui solo il caso istruttivo dei seguenti due endofuntori controvarianti della categoria degli insiemi 
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, che abbiamo già incontrato. Il primo sia Pc : 
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 ( 
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, che manda un insieme A nell'insieme delle parti P(A), e un morfismo f : A ( B in

 f( : P(B) ( P(A) (la "c" minuscola aggiunta all'iniziale "P" sta per "controvariante", per distinguere questo funtore Pc da quello che in precedenza abbiamo chiamato P), il secondo sia quello che abbiamo denominato H(2 (segnaliamo che per motivi tipografici non è possibile rendere esattamente gli indici come conviene), ovvero H(2(A) = H(A,(2), con trasformazione dei morfismi come specificato dalla IV.41. Orbene, Pc e H(2 non sono lo stesso funtore, ma il teorema (I.91) poteva enunciarsi (e in modo più ampio) affermando che Pc e H(2 sono due funtori isomorfi; vale a dire che, comunque dato un morfismo f : A ( B (tra due qualsiasi insiemi A e B), allora l'isomorfismo ( di cui al predetto (I.91), che avrebbe potuto più precisamente indicarsi con (A, è tale da rendere commutativo il seguente diagramma (attenzione a quel simbolo H(2 non meglio specificato, ma la cui essenza è chiara implicitamente):
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(Fig. IV.46)

Concludiamo presentando rapidamente la pur utile nozione di equivalenza tra due categorie, una proprietà meno "forte" di quella dell'isomorfismo, ma in cui appunto ci si imbatte più "frequentemente". Si dice che un certo funtore

 F : 
[image: image337.wmf]C

 ( 
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' costituisce un'equivalenza tra le due categorie se esiste un funtore G : 
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 ( 
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' non tale che GoF = id
[image: image341.wmf]C

, FoG = id
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', bensì soltanto tale che GoF sia isomorfo a id
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, allo stesso modo che FoG sia isomorfo a id
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'. Insomma non si chiede che i due funtori siano esattamente l'uno inverso dell'altro, ma "quasi".

Illustriamo il concetto di equivalenza tra categorie, che per quanto si incontra di solito si traduce sostanzialmente nel concetto di isomorfismo tra gli scheletri delle categorie, di cui diremo nel prossimo paragrafo, con un unico istruttivo esempio (che comprende ovviamente anche un nuovo caso di trasformazioni naturali). Consideriamo la categoria 
[image: image345.wmf]IBOf

, che come suggerisce la sigla è la categoria degli insiemi bene ordinati finiti, e consideriamo la sottocategoria 
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 di 
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 che ha come oggetti soltanto i "famosi" segmenti iniziali di N, ossia:

 Ob(
[image: image348.wmf]C

) = ((0,(1,(2,...(, e come morfismi unicamente le relative inclusioni canoniche, va da sé qualora esse esistano (precisamente, H
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((k,(n) è costituito dall'inclusione canonica i((k,(n) : (k [image: image350.jpg]


 (n quando k ( n, mentre H
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((k,(n) = ( nel caso k > n; dovrebbe essere chiaro anche come resti definito il prodotto all'interno di questa particolare classe di morfismi, etc., cioè che 
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 è davvero una categoria, sottocategoria di 
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). E' evidente allora che esiste un funtore F da 
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 a 
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 che associa a ogni oggetto di 
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, di una certa cardinalità n, proprio il segmento iniziale (n, e a ogni morfismo f ( H(
[image: image357.wmf]IBOf

) tra due insiemi bene ordinati (A,R), (A',R'), di cardinalità rispettive n e n', la corrispondente inclusione canonica tra (n e (n' (si ragioni un poco sulla situazione!), che sarà eventualmente l'identità (caso n = n'). Introduciamo poi il funtore G da 
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 a 
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 che associa ad ogni segmento (n l'insieme bene ordinato di supporto (n e con l'ordinamento naturale, 1 < 2 < ... < n (se n ( 0), e ad ogni inclusione canonica il corrispondente morfismo d'ordine di supporto i((k,(n). (un inverso di un opportuno funtore dimenticante, che si ottiene per naturali restrizioni di dominio e di codominio da quello che va in generale da 
[image: image360.wmf]IBO

 a 
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, o se si preferisce da 
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 a 
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). Orbene, è palese che GoF non è l'identità di 
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 (mentre FoG per contro coincide manifestamente con l'identità di 
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), però è anche palese che GoF è isomorfo a id
[image: image366.wmf]IBOf

, come lo studente più volenteroso non avrà difficoltà ad accertare da sé, noi terminiamo qui questi cenni.

Lo scheletro di una categoria

Chiudiamo questo capitolo in un certo senso molto "formale" e "astratto" tornando sul concetto di scheletro di una categoria, che si può dire una categoria "quoziente" della categoria arbitraria 
[image: image367.wmf]C

 da cui si parta. Abbiamo già spiegato (si rammenti (IV.10)), quali siano gli oggetti dello scheletro di 
[image: image368.wmf]C

. Per avere una vera e propria categoria dobbiamo prima di tutto definire opportunamente cosa si debba intendere per morfismo tra oggetti dello scheletro, e quindi in particolare tra due classi di isomorfismo [A] e [B] (comunque dati due oggetti A e B di 
[image: image369.wmf]C

, con scelta del simbolismo che avviene attraverso motivazioni che dovrebbero riuscire a questo punto del libro evidenti), e poi precisare tutto il resto che serve perché si possa parlare della categoria Sk(
[image: image370.wmf]C

). La cosa non è adesso troppo difficile, ed è anzi prevedibile. Si prende la classe di tutti i morfismi di 
[image: image371.wmf]C

, e in essa si introduce, allo stesso modo che si è fatto in Ob(
[image: image372.wmf]C

), la relazione di isomorfismo, ovvero si considerano le classi di isomorfismo [f], al variare di f in H(
[image: image373.wmf]C

). Una di tali classi, sia proprio [f], avrà a priori tanti "rappresentanti", f : A( B, f' : A'( B', ma è chiaro che dovrà essere A' isomorfo ad A, allo stesso modo che B' dovrà essere isomorfo a B, anzi con coppie di isomorfismi f1, f2 che rendono commutativo un diagramma quale quello rappresentato nella Fig. IV.26. Insomma, comunque data la classe [f], ecco che ad essa resteranno univocamente associate una classe di isomorfismo di oggetti [A], che potremo dire il dominio di [f], e una classe di isomorfismo di oggetti [B], che potremo dire il codominio di [f], ecco così agevolmente risolto il problema di definire H(Sk(
[image: image374.wmf]C

)), e la relativa necessaria funzione di incidenza. Resta così definito, per ogni coppia ordinata ([A],[B]), con il significato attuale dei simboli, l'insieme HSk(
[image: image375.wmf]C

)([A],[B]), e qualche parola di approfondimento merita la circostanza che si tratti effettivamente di un "insieme", e non di una "classe". Non si tratta di una questione difficile da risolvere, perché risulta chiaro che, scelti ad arbitrio rappresentanti nelle due classi in parola, diciamoli pure A e B rispettivamente, esiste una corrispondenza naturale tra HSk(
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)([A],[B]) e H
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(A,B) la quale è necessariamente iniettiva, sicché il dominio risulta isomorfo a un sottoinsieme del codominio, che si era supposto essere un insieme, d'onde la conclusione desiderata.

Insomma, seppure con qualche fatica, siamo riusciti a puntualizzare l'importante costruzione che fa passare da ogni categoria 
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 al suo scheletro Sk(
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), il quale è in modo naturale codominio di un funtore che ha dominio 
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, e che assomiglia in tutto e per tutto alla proiezione canonica di un insieme su un proprio insieme quoziente di cui al capitolo I (si tratta attualmente di verificare le proprietà funtoriali di siffatta doppia applicazione 
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 ( Sk(
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), ma si tratta di tutte semplici conseguenze logiche delle definizioni, pure "tautologie").

Dedicheremo l'intero prossimo capitolo allo studio di un esempio estremamente significativo della costruzione appena accennata, e chiudiamo questa quarta tappa della nostra escursione nel regno della matematica sottolineando che, data una categoria 
[image: image383.wmf]C

 di particolare interesse, una delle principali finalità del ricercatore è quella di riuscire a "descrivere" adeguatamente lo scheletro di 
[image: image384.wmf]C

, questo è quello che si dice un problema di classificazione. Ciò che si vorrebbe è una descrizione dello scheletro sia per la parte oggetti sia per la parte morfismi, la classificazione dei morfismi risultando usualmente più impegnativa, e a volte non si riesce a soddisfare in modo esauriente né l'una né l'altra esigenza. Ci si accontenterà di fare quello che si può, almeno quindi per gli oggetti, le categorie più "facili" dovendosi considerare per definizione quelle che hanno gli scheletri più facili da indagare. Tanto per fare un esempio, osserviamo che è certo tale la categoria degli spazi vettoriali di dimensione finita su un dato campo, ed è proprio tale ingannevole facilità che conduce a studiare assai prematuramente l'Algebra lineare in corsi di "geometria", dimenticando con ciò la necessità di premettere ad essa delle considerazioni di vera e propria geometria, che giustifichino la sua introduzione nei programmi dei primissimi corsi di studio, non bastando certo a tale proposito la circostanza oggettiva che si tratti di una materia appunto "facile".

Ma di tutto ciò può finalmente bastare, almeno per quanto riguarda una sommaria informativa a volo d'uccello, e ci congediamo dal "paradiso" generale delle categorie, che per noi rimane soprattutto un linguaggio conveniente per mettere "ordine" nella mente, fornendo (atto dal quale ci siamo astenuti e ci asterremo solitamente in un'opera che rimane comunque a livello "elementare") l'indicazione di un testo naturalmente più avanzato, che potrà riuscire utile allo studente che, nel corso della sua carriera, si spingerà più avanti in siffatte speculazioni. Non poteva che trattarsi di un lavoro di Saunders Mac Lane (1909), già nominato nel I capitolo, Categories for the Working Mathematician, Springer-Verlag, New York etc., 1971, dal quale (p. 18) estraiamo una breve citazione: <<category has been defined in order to define functor and functor has been defined in order to define natural transformation>>.
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