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Un'istruttiva dimostrazione della non numerabilità

del campo reale tramite la rappresentazione con frazioni continue
1. Introduzione
Uno dei risultati più significativi della matematica di fine '800, ottenuto da Cantor per la prima volta nel 1874, è senz'altro il seguente:

Teorema 1 (Non numerabilità del campo dei numeri reali). (c > (0.

Di esso ci siamo occupati sia nel capitolo IV delle dispense di Algebra 1: http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/mat/alg-prog.htm

(corrispondente al cap. V degli Elementi di Matematica:

http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/mat/elementi.htm)

sia nello schema riassuntivo degli elementi fondamentali dell'aritmetica transfinita, d'ora in avanti AT, punto N. 13 di:

http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/listamat.htm.

Ricordiamo che si pone (c = 
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 = cardinale del continuo, ove R è il campo dei numeri reali, oppure (c = 
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, ove R è la "retta ordinaria", mentre (0 è il cardinale dell'insieme dei numeri naturali N. L'uguaglianza 
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 = 
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 esprime naturalmente l'esistenza di un isomorfismo tra R ed R (per esempio una coordinatizzazione cartesiana), che scriveremo in simboli come R [image: image5.jpg]


 R, sebbene, si badi bene, tale isomorfismo non sia canonico, ossia: ((R ( R).

Nota 1. Abbiamo colto così l'occasione per introdurre i simboli (, con il quale designeremo l'esistenza di un isomorfismo canonico, e [image: image6.jpg]


, che rappresenterà invece la semplice relazione di isomorfismo (in luogo del simbolo ( proposto nelle dispense, che è invero preferibile riservare ad altre situazioni, quali la teoria delle congruenze aritmetiche). Aggiungiamo qualche parola su questa relazione (, dal momento che si tratta di una nozione delicata di tipo "meta-matematico", al di fuori quindi della "logica dell'intelletto", e di pertinenza della "logica della ragione" (cfr: anche le note (I.21) e (I.57) delle dispense, oltre all'Introduzione). Come dire che la decisione se un certo isomorfismo possa essere detto "canonico", al punto da poter considerare due insiemi A ( B "quasi-uguali", nonostante i loro elementi abbiano nature diverse (talora anche completamente diverse), non ammette quei "criteri meccanici" tanto cari al pensiero matematico moderno, e viene introdotta allo scopo di chiarire certa fenomenologia, non di confonderla. Facciamo qualche esempio. N2 e N potrebbero dirsi canonicamente isomorfi dopo il I teorema di Cantor? In effetti, dato l'ordine naturale intrinseco ad N, in quel teorema si introduce un ben preciso isomorfismo tra i tanti possibili in H(N2,N), ma nessuno potrebbe impedire per esempio di considerare, in luogo di quello di cui alla figura inserita nella dimostrazione del teorema (IV.21) delle dispense, l'isomorfismo descritto in quella seguente:
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(la relativa numerazione sarebbe 11, 12, 22, 21, 13, 23, 33, 32, 31, 14, 24,... , con ovvia "stenografia"), sicché non ci sembrerebbe chiarificatrice di nulla l'affermazione che N2 è quasi-uguale a N. Allo stesso modo, un sottoinsieme infinito X ( N ha certamente un primo elemento, un secondo elemento, etc., insomma esiste un ben preciso isomorfismo tra X ed N (l'unico isomorfismo delle relative strutture d'ordine), ma ci sembrerebbe inopportuno dire per esempio che l'insieme dei numeri primi ed N sono quasi-uguali, essendo privilegiata nell'esame delle "relazioni" tra X ed N, prima che detto elemento in Iso(X,N), l'inclusione che appunto si dice canonica (un elemento di H(X,N), o meglio di Mono(X,N)). Invece, appare spesso alquanto istruttivo sottolineare le differenze (su alcune delle quali avremo modo di tornare nel seguito) tra una vera e propria inclusione e una quasi-inclusione, ossia una situazione del tipo: A ( A' ( B, per la quale potremmo introdurre un simbolo quale 
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, ma, ripetiamo, si tratta di tutte questioni che rimangono di esclusiva pertinenza della "responsabilità" del ricercatore, e di chi cerca di illustrare ad altri talune verità matematiche.

In AT abbiamo presentato il teorema 1 (punto C5) come porisma del II Teorema di Cantor, che abbiamo enunciato nella seguente forma (punto C4):

Teorema 2 (II Teorema di Cantor). 

 > (0.

[O anche 
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, che si deduce dalla P(N) ( H(N,(2), teorema delle funzioni caratteristiche applicato ad N.]

In realtà abbiamo in quella sede accennato a diverse dimostrazioni del teorema 1, non tutte ugualmente dipendenti dal teorema 2, o dal cosiddetto procedimento antidiagonale di Cantor, che si utilizza per una dimostrazione completamente ostensiva della disuguaglianza 
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Nota 2. Il procedimento antidiagonale si può utilizzare direttamente per dimostrare la disuguaglianza 

 > (0 senza bisogno di introdurre le funzioni caratteristiche. Comunque data una successione ( : X1, X2, ... di sottoinsiemi di N, è possibile definire univocamente un sottoinsieme X(() di N tale che X(() ( Im(() - vale a dire, tale che: X(() ( Xi per ogni valore dell'indice i ( N. X(() rimane definito tramite la regola: (k ( N ( k ( X(()) ( (k ( Xk), la quale equivale appunto al procedimento antidiagonale sulla corrispondente successione di funzioni caratteristiche.
In effetti, a parte l'argomentazione menzionata nella nota 7 di AT, che si basa su un risultato relativo alla teoria degli spazi ordinati numerabili, dette prove si possono ripartire sostanzialmente in due differenti famiglie:

(i) dimostrazioni topologico-geometriche dirette, che non fanno cioè riferimento al teorema 2, e provano la non numerabilità di R facendo uso essenziale del postulato di continuità (il quale è comunque sempre in ballo, in una forma o nell'altra);

(ii) dimostrazioni che si poggiano sull'espansione in serie di un numero reale x (e diciamo pure compreso tra 0 e 1, ovvero x ( I = [0,1]), e sul teorema 2, o quanto meno sul citato procedimento antidiagonale.

Rammentiamo lo schema dell'istruttiva dimostrazione del teorema 1 che utilizza l'espansione binaria di un numero reale x ( I, e naturalmente la circostanza che I [image: image12.jpg]


 R. [Per questo isomorfismo si rifletta per esempio sulla circostanza che la funzione "tangente" stabilisce una corrispondenza biunivoca tra i punti dell'intervallo aperto dei numeri reali ]-(,([ e l'intero R, e che è irrilevante che si tratti di un intervallo di certi estremi o di altri, allo stesso modo che è irrilevante, in un contesto di cardinalità di insiemi infiniti quale il presente, la presenza o meno degli estremi dell'intervallo (ciò che viene comunque provato rigorosamente nel teorema (IV.20) delle dispense). Per un'argomentazione "geometrica" si veda per esempio la figura 11-5-3 in: http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/mat/continuit.doc.] Si introduce prima di tutto un epimorfismo f : H(N,X) 
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 I, associando ad ogni successione del tipo 010101... il numero reale 0,010101... . [Abbiamo denominato con X l'insieme delle cifre binarie 0, 1, ossia: X = (0,1(, e lo pensiamo in corrispondenza biunivoca con (2 = (1,2( mediante la trasformazione 1 [image: image14.png]


 1, 2 [image: image15.png]


 0 (si noti che del resto tale inversione dell'ordine naturale corrisponde alla non canonicità dell'ordine nell'insieme (vero, falso(. Con la nostra usuale scelta 1 [image: image16.png]


 vero, 2 [image: image17.png]


 falso si trova un ordine diverso dalla scelta 0 [image: image18.png]


 falso, 1 [image: image19.png]


 vero.] Così, la successione 010101... , che abbiamo assunto ad esempio, corrisponde all'insieme dei numeri pari 2N, e questo al numero reale x = 0,010101..., il quale è sicuramente un numero razionale perché nella serie appare il periodo 01. Rammentiamo come si determina la somma della serie:
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+...) - 1, che si riconduce a quella della serie geometrica 1+x+x2+... di ragione x = 
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 < 1. Per l'n-ma ridotta della serie si trova 1+x+...+xn = 
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, e quindi, poiché x < 1, la serie converge al numero 
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. La somma della serie che ci interessa sarà allora uguale a 
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 (che è la stessa cosa di 
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). Ciò premesso, si prova poi che, pur non essendo f biunivoca, si può concludere lo stesso che risulta 
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. Prima di andare avanti, si osservi che la suriettività di f permetterebbe di stabilire soltanto la disuguaglianza 
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 ( 
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, che è vera ma inutile per i nostri scopi, perché non si può "combinare" con la 
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 ed (0. Si introduce allora la seguente bipartizione di I: I = (I(Q)((I-Q), ossia I si ripartisce nei numeri razionali e nei numeri irrazionali (Q designa come d'uso il campo dei numeri razionali), e da questa si deduce la bipartizione

H(N,X) = f*(I(Q)(f*(I-Q). La conclusione proviene dall'osservazione che f ristretta a f*(I-Q) è biunivoca, mentre le fibre dell'epimorfismo

f*(I(Q) 
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 I(Q hanno al massimo due elementi (in corrispondenza a quei numeri razionali al cui denominatore può comparire una potenza di 2), sicché risulta comunque:
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Possiamo allora scrivere 
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 > (0 in forza del teorema 2, ecco che f*(I-Q) (il quale, ripetiamo, è isomorfo a I-Q) non può essere (né finito né) numerabile, altrimenti sarebbe (0 ( 
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Nota 3. Poiché si tratta di questioni che sembrano essere scomparse dall'insegnamento liceale, ma un matematico non può comunque ignorare, rammentiamo come si trova la cosiddetta frazione generatrice di un numero reale che ammette una rappresentazione in serie (diciamo pure decimale, ma il discorso vale ovviamente per qualunque base 2, 3,...) che sia periodica. Sia cioè x uguale a Int(x) + 0,c1...cnPPP... , dove P designa un gruppo di cifre che si ripetono infinitamente dopo un altro (eventuale) gruppo di cifre che abbiamo indicato con c1...cn. Detta L la lunghezza del periodo P, tutto sta a calcolare la frazione generatrice di 0,PPP... , che è la mantissa del numero 10n(x. Sarà, riprendendo quanto illustrato nel precedente inciso:

0,PPP... = P(10-L + P(10-2L + P(10-3L +... = P(10-L((1 + 10-L + 10-2L + 10-3L +... ) =

              = P(10-L(
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, insomma:

10n(x = 10n(Int(x) + c1...cn + 0,PPP... = 10n(Int(x) + c1...cn + 
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, e da questa formula si deduce infine la frazione desiderata. [Sottolineiamo esplicitamente che la formula appena calcolata individua correttamente la richiesta frazione generatrice, anche se non è detto che P sia esattamente il periodo del numero razionale in oggetto (definizione naturale), né che c1...cn sia quello che si dice, per ovvie ragioni, l'antiperiodo (l'antiperiodo potrebbe pure essere la "parola" vuota). Il punto è che non abbiamo assunto alcuna ipotesi su P, né sulle sue relazioni con il gruppo di cifre c1...cn. Per esempio, avremmo potuto scrivere, con ovvio simbolismo, 0,(3535)(3535)(3535)... , ed è chiaro che il periodo è 35 e non 3535 (si osservi che risulta però in ogni caso 
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), oppure 0,67(357)(357)(357)... , e il "vero" periodo è 735 e non 357, mentre l'antiperiodo è 6 e non 67. Insomma, volendo avremmo dovuto supporre che l'ultima cifra del candidato antiperiodo fosse diversa dall'ultima del candidato periodo, e che questo non fosse una "potenza" nel semigruppo delle parole sull'insieme delle cifre. Si osservi anche, per completezza, che il metodo della "divisione con la virgola", che si apprende sin dalle scuole medie, individua precisamente eventuale antiperiodo e periodo senza alcuna difficoltà.] Viceversa, ovviamente, un numero razionale 
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 (a, b ( N) si rappresenta sempre con una serie che o è "troncata" (o "definitivamente nulla": le cifre sono sempre zero da un certo punto in poi), o è periodica, come si vede operando la "divisione con la virgola" di a per b (un altro algoritmo che contempla divisioni successive, come quello di cui ci occuperemo nel prossimo paragrafo). Infatti, se non compare mai il resto 0, i resti che si presentano nelle divisioni successive sono al massimo b, e quando uno si ripete, e deve ripetersi, tutta la sequenza di resti che lo precedevano è destinata a ripetersi.

Ci preme notare esplicitamente che il teorema 1 viene ad assumere così la natura di un corollario del teorema 2 tramite un enunciato del tipo:

Teorema 3 (Caratterizzazione del cardinale del continuo). R è isomorfo ad H(N,X), ovvero ad H(N,(2), ovvero a P(N), e quindi:

(c = 
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[Il ragionamento precedente dimostra invero non solo che f*(I-Q) > (0, ma anche che 
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, essendo, come abbiamo stabilito, f*(I-Q) un insieme infinito.]

Osserviamo a questo punto che le relazioni di isomorfismo su cui si poggia il teorema 3, del tipo R [image: image75.jpg]


 H(N,X), oppure I [image: image76.jpg]


 H(N,X), non possono essere migliorate in asserti quali per esempio I ( H(N,X), dal momento che la funzione f dianzi introdotta non è un isomorfismo, e si potrebbe al massimo descrivere I come un sottoinsieme di H(N,X), in un modo che tra l'altro costringerebbe a far intervenire espansioni in serie propriamente infinita (ovverosia non definitivamente nulla) anche nel caso di numeri semplicemente razionali. Come dire che, mentre l'argomentazione illustrata è ineccepibile sul piano matematico, essa appare assai meno tale su quello "filosofico" (adaequatio ai "fenomeni"), il che giustifica il desiderio di introdurre un'ulteriore dimostrazione di C5, sempre via un enunciato simile al teorema 3, nel quale però facciano la loro apparizione degli isomorfismi canonici (tenuto conto dei criteri ispiratori della classificazione precedente, sempre di una prova del tipo (ii) si tratterà).

Lo strumento che permette di raggiungere tale mèta è quello di espansione di un numero reale in frazione continua ("troncata", o "limitata", nel caso di un numero razionale), una costruzione che consiste a nostro parere in qualcosa di più che una possibile rappresentazione di un numero reale tra le tante (o un utile metodo per risolvere taluni problemi di teoria dei numeri, quali la risoluzione delle cosiddette equazioni di Pell - cfr. per esempio la nota 56 in:

http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/ep8/ep8-zeno.htm, oppure:

http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/mat/archim.htm). Siamo infatti persuasi che essa possa essere ricondotta alla radice stessa del concetto di numero reale (positivo, ossia interpretato come risultato di una misura di un segmento di R rispetto a un altro), così come appare da un breve scritto di Galileo in cui si tratta la questione in maniera esemplare (reperibile in appendice al presente articolo nella stessa pagina web dedicata ai fondamenti della matematica). Noi riteniamo oggi che la più autentica radice del concetto consista invece nel parallelismo, e che quindi essa scaturisca dallo studio della geometria del piano, anziché da quello della retta, ma non potremo qui che accennare sbrigativamente a tali temi, rimandando ad altre sedi in cui essi sono stati da noi affrontati, con la speranza che saranno infine illustrati, diffusamente e precisamente come meritano, nella parte geometrica degli Elementi... . Concludiamo questo primo paragrafo sottolineando che proprio l'assenza della discussione del concetto di numero reale dal più adeguato punto di vista geometrico è stata responsabile della decisione di omettere nelle prime edizioni delle dispense le dimostrazioni di cui qui stiamo invece trattando, sia pure in maniera non del tutto completa.

2. La rappresentazione di un numero razionale come frazione continua limitata
Designato con il simbolo I° l'intervallo [0,1[ (che si dice semiaperto superiormente, o semichiuso inferiormente; la notazione proposta fa riferimento al classico simbolo topologico per l'interno di I, che è 
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; è chiaro allora quale senso potrebbe darsi a questo punto al simbolo °I), è manifesto che ogni numero reale x positivo o nullo (scriveremo x ( R+0) si può rappresentare in uno ed in un sol modo come x = [x] + x', dove [x] ( N0 è un numero intero positivo o nullo che si dice la parte intera di x, e viene scritto qualche volta come Int(x), mentre x' un elemento di I°, che si dice la parte decimale di x, o meglio la mantissa Mt(x) di x: x' = Mt(x) = x-Int(x). Risulta ovviamente Int(x) = 0 ses 0 ( x < 1, ossia ses x ( I°, e Mt(x) = 0 ses x è un numero intero, ossia ses x ( N0. [Si osservi che la restrizione ai soli numeri reali positivi o nulli dipende tra l'altro dalla circostanza che siamo abituati a scrivere per esempio -3,14 , che significa -(3+0,14), e quindi -3-0,14 , anziché -4 + 0,86 , sicché dovremmo decidere se porre Int(-3,14) = -3 oppure Int(-3,14) = -4, nel primo caso introducendo un'approssimazione per eccesso anziché per difetto, come più consueto.] In altre parole, la "semiretta" chiusa R+0 si può descrivere come tante "copie" disgiunte di I°, aventi estremo inferiore in ogni intero 0, 1, 2,... . Ciò mostra l'importanza di tale intervallo (del resto non si potrebbe avere il medesimo risultato con un intervallo aperto, o con un intervallo chiuso), e giustifica il ruolo che esso assumerà nel seguito della nostra indagine, che cominciamo andando a descrivere i numeri razionali contenuti in I°. Di siffatti numeri razionali ce n'è uno solo che sia intero, e precisamente lo zero, gli altri vengono descritti dal seguente:

Lemma 1. Ogni numero razionale x = 
[image: image78.wmf]b

a

 (a, b ( N) tale che x < 1, ossia a < b, individua univocamente un numero naturale n (che si dice la profondità di x) e una n-pla ordinata di numeri naturali (q1,q2,...,qn), con qn ( 2, tali che risulti:

x = 
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Viceversa, ogni siffatta n-pla ordinata (q1,q2,...,qn), con qn ( 2, rimane associata nel modo indicato ad uno ed un solo numero razionale x, 0 < x < 1, che denoteremo come x = [q1,q2,...qn].

Dim. Si tratta di un'argomentazione del tutto costruttiva, che passiamo quindi ad illustrare in un caso particolare, senza ledere la generalità del discorso. Poiché

b > a, possiamo senz'altro scrivere: b = q1(a + r1, introducendo il noto elementare algoritmo della divisione con resto (enfatizziamo quando opportuno la presenza di un prodotto, e la distinzione tra i fattori, con il simbolo (). I due coefficienti q1 e r1, il primo dei quali è un elemento di N, il secondo un elemento di N0, risultano univocamente determinati dalla precedente identità qualora sia r1 < b: il resto deve essere minore del divisore b (rammentiamo che a si dice il dividendo e q1 il quoziente). [La possibilità di effettuare tale "operazione" riposa sul cosiddetto postulato di Archimede: b > a ( b = 1(a + (b-a), ma non è detto che sia b-a < a, cioè b < 2a. Se b ( 2a, si scrive b = 2a + (b-2a), e si ripete il ragionamento: non è detto che sia (b-2a) < a, ovvero b < 3a, e se b ( 3a si va avanti. Il procedimento deve avere comunque termine, con il primo numero naturale q tale che qa > b (nelle attuali ipotesi q ( 2), e la divisione con resto sarà espressa dall'identità b = (q-1)a + (b-(q-1)a), con il resto b-(q-1)a maggiore o uguale di zero e strettamente minore di a.] Se r1 = 0 non c'è molto da dire: sarà certamente q1 ( 2 e x = 
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. Se invece r1 > 0, la disuguaglianza r1 < a permette di iterare l'algoritmo della divisione con resto al caso dei due numeri naturali a ed r1, ottenendo allora una nuova identità del tipo a = q2(r1 + r2, con un nuovo quoziente q2 e un nuovo resto r2 < r1. Se per esempio r2 non è zero, possiamo riscrivere r1 = q3(r2 + r3, etc., ma supponiamo per semplicità che sia proprio r3 = 0. In effetti, in questo che si chiama, per ovvi motivi, l'algoritmo euclideo delle divisioni successive, la sequenza dei resti r1, r2, r3,... è strettamente decrescente: r1 > r2 > r3 >..., sicché il procedimento deve necessariamente arrestarsi a un certo passo in cui il resto diventa zero (noi abbiamo appena supposto, per esaminare un caso particolare, che sia il terzo). Riproponiamo le tre identità ottenute, in vista di una loro elaborazione che permetta di dedurne delle nuove:

(1) b = q1(a + r1
(2) a = q2(r1 + r2
(3) r1 = q3(r2.

Mettiamo in risalto la circostanza che deve risultare necessariamente, nelle attuali condizioni, q3 ( 2, perché altrimenti sarebbe r1 = r2, contro l'ipotesi

r2 < r1. Bene, si comprende subito che r2, l'ultimo resto non nullo nella catena di divisioni successive, deve essere esattamente il massimo comune divisore (MCD) dei numeri a e b. Infatti ogni numero naturale d che divida a e b deve dividere necessariamente r1 = b - q1a, e quindi anche r2 = a - q2r1. Viceversa, è chiaro che r2 è un divisore di a e di b, dal momento che esso risulta un divisore di r1 (dall'ultima identità), e quindi un divisore di a in forza della seconda identità, e infine un divisore di b in forza della prima (r2 divide a ed r1, e quindi divide pure q1a + r1 = b). Dalle tre identità indicate si deduce la famosa identità di Bézout, che esprime il MCD di due numeri a e b come combinazione lineare a coefficienti interi, ovviamente con segno, degli stessi a e b:

MCD(a,b) = (a+(b,

per certi valori (, ( ( Z (l'insieme degli interi relativi). Una possibile coppia di valori (, ( che realizzano l'identità in oggetto si trova infatti subito al seguente modo: dalla penultima identità si trae r2 = a - q2r1, e sostituendo qui il valore di r1 che si trova dall'identità precedente (nel nostro caso subito la prima), vale a dire: r1 = b - q1a, ecco che si ottiene infine:

r2 = a - q2r1 = a - q2(b - q1a) = (1+q1q2)a - q2b, cvd.

[Può essere interessante notare che i segni positivo o negativo compaiono secondo la costruzione indicata davanti all'uno o all'altro dei due numeri in ballo a seconda della lunghezza della catena di divisioni successive, e che comunque esistono infiniti valori di (, ( (positivi o negativi) per i quali l'identità di Bézout risulta valida. Risulta infatti: (b)a + (-a)b = 0, come dire che a e b sono linearmente dipendenti su Z, sicché risulta pure, sommando: ((+b)a+((-a)b = 0, o anche ((+2b)a+((-2a)b = 0, etc.. Val forse la pena di aggiungere qualche parola sul possibile ruolo dell'identità di Bézout nella dimostrazione del cosiddetto teorema fondamentale dell'aritmetica: ogni numero naturale n, diverso da 1, si scrive in uno ed in un sol modo come prodotto di numeri primi (a parte l'ordine di tali fattori). Essendo ovvia l'esistenza di una fattorizzazione in numeri primi (partendo da un numero n non esso stesso primo, basta operare una "discesa" sui fattori propri a, b che per ipotesi lo "compongono", n = ab), è chiaro che basta dimostrare il seguente lemma (detto di Euclide, in quanto enunciato nella Prop. 30 del Libro VII degli Elementi): se un numero primo p divide un prodotto ab, pk = ab, allora p divide uno dei due fattori a e b. E in effetti, se p non divide a, ecco che a e p sarebbero primi tra loro, e quindi potremmo scrivere ar + ps = 1 per certi numeri interi relativi r, s, dei quali possiamo supporre per esempio positivo il primo e negativo il secondo. Insomma, sussisterebbe un'identità del tipo ar = 1 + pt, dove adesso tutti i termini coinvolti sono numeri naturali, dalla quale:

pk = ab ( pkr = arb = (1 + pt)b = b + ptb ( pkr - ptb = p(kr - tp) = b, cvd.]
Vogliamo però dedurre dalle tre identità in oggetto un'altra identità, quella per i nostri attuali scopi più interessante. Dall'ultima di esse si trae r2 = 
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, e sostituendo nella seconda: a = q2r1 + r2 = q2r1 + 
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), ovvero:

r1 = 
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. Sostituendo quest'espressione nella prima identità, si ottiene infine:

b = q1a + r1 = q1a + 
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), ossia:

x = 
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, che è quasi quanto volevamo dimostrare. Manca infatti soltanto di persuadersi che la rappresentazione così determinata per il numero razionale x è da esso univocamente determinata, cioè che da un'identità del tipo:

x = 
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 si deduce n = 3, e q1 = k1, q2 = k2, etc.. Diviene naturalmente adesso fondamentale l'ipotesi che l'ultimo termine di una siffatta rappresentazione sia maggiore o uguale di 2, perché altrimenti dall'identità 
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 non si potrebbe certo dedurre il risultato desiderato. Bene, tutto si riduce ad osservare che vale il seguente "piccolo lemma", che enunciamo in corso d'opera: un numero razionale del tipo y = 
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, per certi numeri naturali ki, (i = 1,...,n), oltre che sempre diverso da zero, è minore o uguale di 1, ed è uguale ad 1 ses n = 1 e k1 = 1. La dimostrazione dell'asserto è pressoché immediata. Cominciamo con il fatto che y è diverso da zero, che è abbastanza ovvio, ma proviamo comunque per induzione su n. Se

n = 1, il numero razionale 
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 non è zero. Se n > 1, il numero

z = 
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non è zero per l'ipotesi induttiva, e quindi non è tale neppure il nostro y = 
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. Ciò premesso, se n = 1, il numero razionale 
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 non è superiore a 1, e coincide con 1 ses k1 = 1. Se n ( 2, possiamo introdurre l'inverso di y (che sappiamo essere diverso da zero), y-1 = 
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. E' chiaro che y-1 > k1 ( 1 (perché il secondo addendo nel RHS della precedente identità, un termine che appare effettivamente in virtù dell'ipotesi ammessa n ( 2, è diverso da zero), sicché abbiamo y-1 > 1 ( y < 1, cvd. Torniamo ora alla dimostrazione momentaneamente interrotta. Passando agli inversi dei due termini dell'identità in esame, si ottiene 
[image: image99.wmf]3

2

1

q

1

q

1

q

+

+

 = 
[image: image100.wmf]n

2

1

k

1

 

...

1

k

1

k

+

+

+

, e si capisce che n = 1 non potrà essere, perché sappiamo che il LHS dell'identità non è un intero (
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 è un numero razionale diverso da 0 e minore di 1). Se n ( 2, ossia se il termine 
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 compare effettivamente, esso è un numero razionale minore di 1, in forza dell'ipotesi kn ( 2, e del "piccolo lemma". Quindi dall'identità in esame si deduce che q1 e k1 sono le rispettive parti intere dei numeri in considerazione, sicché certamente q1 = k1. Veniamo ricondotti quindi all'identità 
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, che diventa, di nuovo uguagliando gli inversi di ambo i membri, 
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. Possiamo ripetere il ragionamento:

n = 2 non potrà essere, perché altrimenti avremmo 
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 = k2, mentre al primo membro c'è un numero non intero, e quindi n ( 3. Poiché kn ( 2, il secondo addendo nel RHS dell'identità è un numero razionale maggiore di 0 e minore di 1, sicché q2 e k2 sono esattamente le parti intere dei numeri in gioco, d'onde

q2 = k2 e 
[image: image108.wmf]3

q

1

 = 
[image: image109.wmf]n

3

k

1

 

...

1

k

1

+

+

. Nuovo passaggio all'inverso, e infine la conclusione:

q3 = 
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 non può sussistere se n > 3 e kn ( 2, cvd. (
Nel precedente lemma 1 abbiamo utilizzato reiteratamente il passaggio all'inverso di un numero diverso da zero, e val forse la pena di osservare esplicitamente che tale trasformazione è un automorfismo del gruppo moltiplicativo di R+, il quale ha l'elemento neutro come unico punto fisso, e fa corrispondere biunivocamente l'intervallo aperto 
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 alla semiretta aperta di R+ che ha per vertice (estremo inferiore) il numero 1. Per esempio il primo coefficiente q1 nell'espansione di cui al lemma 1 corrisponde in qualche modo alla parte intera di un numero reale x > 1, che risulta il numero naturale più vicino a x ma minore o uguale di x. Analogamente, 
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 risulta il numero razionale di profondità 0 o 1 (vale a dire, un inverso di un numero naturale) più vicino a x, ma maggiore o uguale di x. [Su siffatte questioni di approssimazione si potrebbe andare avanti, studiando le relazioni tra i convergenti di un numero reale in generale - vedi il prossimo paragrafo - e le sue cosiddette best approximations, di I o di II specie (cfr. per esempio A. Ya. Khintchine, Continued Fractions, Noordhoff, 1963).]
Aggiungiamo che il lemma 1, che descrive i numeri razionali diversi da 0 e minori di 1, è evidentemente capace di descrivere anche i numeri razionali

x = 
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 (a, b ( N) maggiori di 1 (a > b), ciò che a questo punto si può comprendere addirittura in tre modi diversi: tramite un passaggio all'inverso; tramite una descrizione delle relative mantisse; ripetendo ex novo l'argomento delle divisioni successive. A proposito di questo terzo metodo, si noti peraltro che la prima divisione a = q(b + r (0 ( r < b), che individuerà q = Int(x) ( N (anzi q ( 2 se x > 1), si poteva in realtà considerare presente ma sottintesa prima della b = q1a + r1, ossia della precedente (1), nella banale forma: a = 0(b + a. Sussiste insomma il seguente, a questo punto, ripetiamo, scontato:

Lemma 2. Ogni numero razionale non intero x = 
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 > 1 (a, b ( N, a > b), individua univocamente un numero naturale n e una n-pla ordinata di numeri naturali (q1,q2,...,qn), con qn ( 2, tali che risulti:

x = Int(x) + 
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.

n si dirà la profondità di x, e alla circostanza si farà riferimento attraverso un'espressione del tipo x = [Int(x);q1,q2,...qn]. Viceversa, naturalmente, ogni
n-pla ordinata (q1,q2,...,qn) di numeri naturali, con qn ( 2, rimane associata nel modo indicato ad uno ed un solo numero razionale non intero x > 1 avente come parte intera un numero naturale arbitrariamente fissato.
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La figura cerca di rappresentare, sebbene non perfettamente dal punto di vista dell'ordine tra i numeri indicati, la stratificazione dei numeri razionali compresi tra 0 e 1 in base alla loro profondità. I numeri vengono qui di seguito riportati, anche allo scopo di far notare la naturale presenza di situazioni prese in considerazione dal I teorema di Cantor.

- profondità 0
0 e 1

(e naturalmente, al di fuori di I: 2, 3, ...)

- profondità 1 (gli inversi di 2, 3,...)

1/2 > 1/3 > 1/4 > 1/5 >...

(e naturalmente, al di fuori di I:

1+1/2 =3/2 > 1+1/3 = 4/3 > 1+1/4 = 5/4 > 1+1/5 = 6/5 >...

2+1/2 = 5/2 > 2+1/3 = 7/3 > 2+1/4 = 9/4 > 2+1/5 = 11/5 >...

3+1/2 > 3+1/3 > 3+1/4 > 3+1/5 >...

...)

- profondità 2 (gli inversi dei numeri riportati nella tabella precedente, al di fuori di I)

2/3 < 3/4 < 4/5 < 5/6 <...

2/5 < 3/7 < 4/9 < 5/11 <...

...

(e naturalmente, al di fuori di I:

1+2/3 = 5/3 < 1+3/4 = 7/4 < 1+4/5 = 9/5 < 1+5/6 = 11/6 <...

1+2/5 = 7/5 < 1+3/7 = 10/7 < 1+4/9 = 13/9 < 1+5/11 = 16/11 <...

...

2+2/3 = 8/3 < 2+3/4 = 11/4 < 2+4/5 = 14/5 < 2+5/6 = 17/6 <...

2+2/5 = 12/5 < 2+3/7 = 17/7 < 2+4/9 = 22/9 < 2+5/11 = 27/11 <...

...)

- profondità 3 (gli inversi dei numeri riportati nella tabella precedente, al di fuori di I)

3/5 > 4/7 > 5/9 > 6/11 >...

5/7 > 7/10 > 9/13 > 11/16 >...

...

3/8 > 4/11 > 5/14 > 6/17 >...

5/12 > 7/17 > 9/22 > 11/27 >...

...

e così via...

3. La rappresentazione di un numero irrazionale come frazione continua (illimitata)
Il risultato di cui al lemma 3, valido per un numero razionale contenuto in 
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, si estende al caso di un numero irrazionale contenuto nello stesso intervallo, ma la cosa comporta, com'è prevedibile, maggiori difficoltà, la prima delle quali consiste nella necessità di comprendere meno "astrattamente" (con ciò includendo pure la presunzione che si tratti di questioni "note", apprese per esempio in maniera definitiva durante il corso degli studi liceali) che cos'è un numero irrazionale, o più in generale un numero reale. Procedendo ancora, come detto, per grandi linee, il punto di partenza sarà la retta ordinaria R, un insieme di "punti" dotato di due ordinamenti totali naturali (i versi di R), i quali inducono una topologia in R. Si introduce quindi l'insieme dei segmenti di R, Seg(R), particolari sottoinsiemi chiusi di R contenenti ciascuno infiniti punti (anzi tanti quanti quelli della stessa R), e si osserva che Seg(R) è dotato di una relazione di preordine totale naturale (collegata al concetto di traslazione). Considerata la relazione d'equivalenza associata a questo preordine (per la quale nella geometria classica si usa il termine uguaglianza), chiamiamo ( il relativo insieme quoziente (un cui elemento diremo un segmento libero, o astratto, di R). E' chiaro che ( è il sostegno di una struttura naturale di semigruppo abeliano assai "simile" ad N, in quanto è privo di elemento neutro, regolare, ordinato, archimedeo, etc. (tutte nozioni che volendo si potrebbero approfondire o nelle dispense o negli Elementi..., nel cui cap. X in particolare si affronta lo studio di strutture algebriche ordinate; rimandiamo anche al secondo paragrafo dell'appendice al già citato articolo, ep8-zeno.htm, sui paradossi di Zenone:

http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/ep8/ep8-zeno-app.htm). La differenza fondamentale tra ( ed N è che il primo semigruppo è divisibile, nel senso che per ogni numero naturale n ed ogni segmento libero ( l'equazione n( = ( ammette una e una sola soluzione ( ( (, il secondo no. Orbene, i numeri reali positivi, la cui totalità indichiamo con R+, sono frazioni che hanno come numeratore e denominatore degli elementi di (, cioè un elemento x ( R+ va concepito come una frazione del tipo 
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, con (, ( ( (. Le usuali frazioni (numeri razionali positivi, la cui totalità indichiamo con Q+), che hanno a numeratore e denominatore dei numeri naturali, sono precisamente dei sottoinsiemi del prodotto cartesiano N(N, per esempio il numero razionale 
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 va identificato con l'insieme ((1,2), (2,4), (4,8),...(. [E qui non distinguiamo, in modo peraltro comune, tra "frazione" e "numero razionale", come peraltro si potrebbe, introducendo un'opportuna differenziazione linguistica tra il numero propriamente detto, nel presente contesto la "classe di equivalenza", da uno dei suoi infiniti "rappresentanti" (e allora le frazioni sarebbero semplicemente delle coppie ordinate di numeri naturali). In realtà ci sembra che sia tutto il linguaggio ormai affermatosi per descrivere la fenomenologia in esame ad essere poco "adeguato", a partire dalla denominazione "numero reale", che dovrebbe essere sostituita con "numero razionale", mentre i numeri razionali potrebbero chiamarsi "numeri frazionari" (o fratti), se non addirittura "numeri reali finiti" (o "finitamente rappresentabili"), precisamente in conformità al contenuto del presente scritto. Scomparirebbe così l'appellativo di "irrazionale", che nella matematica, scienza del pensiero appunto razionale per eccellenza, non può che stonare.] E' manifesto che la totalità di questi sottoinsiemi costituisce una partizione di N(N, cioè che Q+ può essere inteso (secondo la costruzione presentemente illustrata) come un insieme quoziente di N(N, ovvero che si può anche scrivere: Q+ ( P(N(N), e qui siamo di fronte a una vera e propria inclusione. La relazione di equivalenza per cui si riconoscono equivalenti due coppie ordinate (a,b) e (c,d) di numeri naturali, ossia per cui si riconosce che due frazioni 
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 e 
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 sono uguali, è definita ovviamente dall'identità ad = bc, che va tenuta in massima considerazione soprattutto quando si introducono le operazioni di somma e di prodotto in Q+ (struttura algebrica) Il caso dei numeri reali sarà del tutto analogo: R+ è un insieme quoziente di (((, cioè: R+ ( P((((), e il problema consiste tutto in una descrizione adeguata della relazione di equivalenza che permette di stabilire quando due frazioni 
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 e 
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 sono uguali, sono cioè lo stesso numero reale (in termini geometrici: la misura di ( rispetto a ( è uguale alla misura di ( rispetto a (). Non entriamo qui nei dettagli di una questione che risale ai tempi di Euclide (e anche prima), il quale fornisce nel libro V dei suoi Elementi una definizione precisa (la V, proprio quella che Galileo critica sul versante della adeguatezza alle leggi dell'intelletto - noi diremmo all'intuizione ordinaria del fenomeno) della proporzionalità tra due coppie ordinate di segmenti liberi di R (perché è di questo che stiamo parlando!), provando che si tratta effettivamente di una relazione di equivalenza. Limitiamoci a questi brevi cenni (ma si veda anche la successiva nota 8) - che escludono purtroppo sia l'introduzione della struttura algebrica di cui i numeri reali sono dotati, sia la questione del segno - ma dovrebbero essere comunque capaci, si auspica, di far comprendere almeno la natura degli argomenti in discussione, e in che maniera dovrebbe essere operato il doveroso confronto con altre costruzioni dei numeri reali oggi maggiormente apprezzate (quali quelle aritmetizzanti di Weierstrass-Cantor-Dedekind, o assiomatico-formali di Hilbert), aggiungendo che un numero reale 
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 si dice razionale (e corrispondentemente i segmenti ( e ( tra loro commensurabili) se esiste un sottomultiplo di ( che misura esattamente (, ossia se ( = n(, ( = m( (con ovvio significato dei simboli), ossia se, come si può esprimere sinteticamente:
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. I numeri reali razionali costituiscono da questo punto di vista un sottoinsieme di R+ isomorfo in modo canonico a Q+, per esempio l'1 in Q+ è l'insieme delle coppie ordinate (1,1), (2,2), etc. (la diagonale di N(N), l'1 in R+ è l'insieme di tutte le coppie ordinate del tipo ((,(), al variare di ( in ( (la diagonale di (((), e si tratta di insiemi palesemente assai diversi - e di un ottimo esempio della relazione Q+
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R+, utilizzando il simbolo proposto alla fine della nota 1. [Non siamo convinti peraltro che quella illustrata sia davvero tutta la storia in ordine alla genesi del concetto di "numero" nell'intelletto umano. Alla questione - che abbiamo già cominciato a trattare nel menzionato ep8-zeno.htm, in cui si introduce vicino alla retta spaziale ordinaria continua R una retta temporale discreta T - porremo maggiore attenzione nel punto 17 della già citata pagina sui fondamenti della matematica: "A proposito di numeri e punti, o meglio di istanti e punti - Contributi a una fondazione dualistica della matematica, ovvero: Kant aveva ragione...".] Un numero reale 
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 si dirà invece irrazionale (e corrispondentemente i segmenti ( e ( tra loro incommensurabili), se non è razionale, e l'esistenza di coppie di segmenti tra loro incommensurabili può essere considerata proprio la novità all'origine della speculazione greca sulla geometria (razionalizzazione della geometria, o geometria di precisione), del tutto lontana dalle "applicazioni pratiche" che caratterizzano tutte le matematiche di altre culture.

Siamo in grado di enunciare finalmente il seguente:

Lemma 3. Ogni numero reale irrazionale x < 1 individua univocamente una successione di numeri naturali q1,q2,...,qn,... tali che valga l'identità

x = 
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ovvero tali che x risulti il limite della successione di numeri razionali:
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Dim. La dimostrazione è "simile", nei termini specificati in esordio di paragrafo, a quella del lemma 2. Consiste infatti in un'argomentazione costruttiva che si rifà all'algoritmo euclideo delle divisioni successive, applicato però adesso al caso di segmenti liberi della retta ordinaria R. Sia dunque x = 
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 un numero reale irrazionale, con ( < (. Possiamo scrivere manifestamente:

(1) ( = q1(( + (1,

nella quale, si badi bene, il resto (1 < ( è un segmento libero, e il quoziente q1 è un numero naturale. In effetti il resto della divisione "non può essere zero": ( non è un multiplo di (, in virtù della supposta irrazionalità di x. Osserviamo pure che, nel presente contesto, vale la disuguaglianza (1 < 
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(, un simbolo auto-esplicativo per indicare la metà di (. [Si rammenti che ( è un semigruppo divisibile, ovvero che l'azione naturale N(( ( (, associabile ad ogni semigruppo, si può "estendere" ad un'azione Q+(( ( (, la quale mostra i numeri razionali, supposti già in qualche modo costruiti, nella loro natura di operatori su (.] Infatti (1 < (, e se ( ( 
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 (in realtà nelle attuali ipotesi il segno di uguale potrebbe essere omesso) non c'è nulla da dire. Se invece ( > 
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Iteriamo come ormai consueto il procedimento, assumendo ( come dividendo e (1 come divisore. Risulterà:

(2) ( = q2((1 + (2, con (2 < (1 e (2 < 
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E' chiaro (rammentando la dimostrazione del lemma 1) che anche (2 non potrà essere zero, altrimenti x coinciderebbe con il numero razionale 
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 (di profondità 2 o 1, non potendosi escludere il caso q2 = 1), un numero che comunque, come abbiamo fatto prima, vogliamo confrontare con x. Si può scrivere: 
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(2') 
[image: image160.wmf]2

1

q

1

q

1

+

 è un'approssimazione per difetto di x (di profondità 2 o 1, se q2 = 1), e 
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E' chiaro in che modo il ragionamento si sviluppa all'infinito. La differenza fondamentale con il precedente caso "aritmetico" è che la sequenza dei resti

(1 > (2 > (3 >... è sì ancora strettamente monotona decrescente, ma non è detto che essa debba arrestarsi al caso di un resto nullo: anzi l'ipotesi di irrazionalità si traduce proprio nel fatto che tale circostanza non si verifica. In altre parole, descrivendo la "fenomenologia", si è costretti a riconoscere che, mentre non si può "pensare" a una successione strettamente monotona decrescente di numeri naturali, si può invece pensare a una successione strettamente monotona decrescente di segmenti liberi di R, la più semplice delle quali si ottiene prendendo un segmento libero arbitrario, considerandone la metà, poi la metà della metà, etc., appunto, all'infinito, il procedimento non può avere termine.

Ci sembra istruttivo far vedere come si articola almeno il passo immediatamente successivo.

(3) (1 = q3((2 + (3, con (3 < (2 e (3 < 
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 è un'approssimazione per eccesso di x (di profondità 3 o 2, se

q2 = 1), e 
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Dovrebbe essere chiaro perché abbiamo calcolato esplicitamente questo III passo: nell'ultima essenziale stima il coefficiente 2 che compariva al denominatore nelle stime (1') e (2') è diventato un 4 = 22 (per non dire dell'altro fattore che compare al denominatore della frazione: ha un'espressione complicata, ma si capisce che anch'esso comunque diverge: nel peggiore dei casi, che tutte le qi siano uguali a 1, abbiamo in effetti un 12 in luogo di un 4). Questo 4 comparirà anche nell'analoga (4'), che sarà però un'approssimazione per difetto, mentre nella (5'), ancora un'approssimazione per eccesso, interverrà il coefficiente 8 = 23, una circostanza questa che da sola giustifica l'affermazione di convergenza che ci sta a cuore. Rimane adesso da stabilire, come nel caso del lemma 1, che la rappresentazione così determinata è unica, nel senso che da un'identità del tipo:
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si deduce necessariamente q1 = k1, q2 = k2, etc.. La cosa sarebbe immediata se si avesse ancora a disposizione il "piccolo lemma" enunciato nel corso della dimostrazione del lemma 1, ma la presenza di un algoritmo infinito ci costringe ad un approfondimento tecnico, per le nostre finalità comunque importante in sé. Enunciamo quindi un nuovo lemma, al termine del quale torneremo su questa dimostrazione lasciata per ora in sospeso. (
Premettiamo un po' di terminologia. Nel lemma 3 interviene il concetto di frazione continua: una frazione continua invero speciale, che si dice regolare, per distinguerla da altri simili algoritmi infiniti. Per analogia, si dirà che negli enunciati dei lemmi 1 e 2 compare una frazione continua troncata, o finita. [Si noti però che quando si considerano rappresentazioni per serie si può considerare una serie (una "serie troncata") anche una somma finita, aggiungendo tanti termini zero da un certo punto in poi, mentre tale espediente non funziona nel caso delle frazioni continue, sicché frazioni continue e frazioni continue troncate appartengono in realtà a famiglie disgiunte, di generi assai diversi.] La frazione continua di quozienti parziali q1,q2,...,qn,... non è altro che la successione di numeri razionali C1,C2,...,Cn,... :
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I numeri Ci (i= 1,2,...), tutti elementi dell'intervallo aperto 
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, tranne il primo che può essere eventualmente uguale a 1, si dicono i convergenti della frazione continua. Come nel caso delle serie, diventa usuale l'abuso di linguaggio secondo il quale si denomina "frazione continua" il limite eventuale della frazione continua di dati quozienti q1,q2,...,qn,... . Proprio questo è il punto che bisogna approfondire: una frazione continua del tipo in esame è sempre convergente? Il limite potrebbe essere 0 o 1? A queste domande risponde il seguente:

Lemma 4. Data una qualsiasi successione q1,q2,...,qn,... di numeri naturali, la frazione continua 
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 converge ad un numero reale compreso tra 0 e 1, estremi esclusi.

Dim. La difficoltà del lemma consiste nella sempre più complicata espressione che assumono i convergenti della frazione continua:
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,... , che viene tenuta sotto controllo da un risultato che ci limitiamo ad enunciare. [Il lettore interessato a saperne di più potrà giovarsi dell'ottimo Continued Fractions, di Andrew M. Rockett e Peter Szüsz, World Scientific, 1992, oppure consultare in rete il sito http://archives.math.utk.edu/articles/atuyl/confrac/ appositamente dedicato al soggetto. Si veda volendo anche quanto si dice a proposito di identità di Bézout nel lungo complemento presente nel terzo paragrafo di: http://www.cartesio-episteme.net/mat/aritm.pdf.] Si considerino le due successioni di numeri naturali Ak, Bk, ricorsivamente definite dalle identità:

Ak+1 = qk+1Ak+Ak-1, Bk+1 = qk+1Bk+Bk-1, se k > 1, mentre si pone A1 = 1, A2 = q2, e B1 = q1, B2 = q1q2+1. Orbene, si può provare che il convergente Ck è proprio uguale al numero razionale 
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, non solo, ma che Ak e Bk sono primi tra loro, ossia che la frazione indicata esprime Ck esattamente ai cosiddetti minimi termini. [Si noti che non a caso è stato posto A1 = 1, A2 = q2, e B1 = q1, B2 = q1q2+1, e che se le qi sono tutte uguali ad 1 quelle che abbiamo davanti sono due cosiddette successioni di Fibonacci, di "origine" rispettivamente nelle coppie ordinate (1, 1) e (1,2): 1,1,1+1=2,1+2=3,2+3=5,... e 1,2,1+2=3,2+3=5,... - sicché la seconda successione è in questo caso semplicemente una sottosuccessione della prima.] Tale seconda osservazione è conseguenza dell'identità Ak+1Bk - AkBk+1 = (-1)k, valida per ogni indice k ( N (la si prova facilmente per induzione su k; sottolineiamo che il difficile è scoprire queste identità, non provarle dopo che qualcun altro le ha scoperte!), che fornisce anche immediatamente la conclusione. Infatti risulterà:
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e, dal momento che la successione delle Bk è palesemente strettamente monotona crescente (e quindi divergente, essendo costituita da tutti numeri naturali), da questa identità si deduce non solo che:

C2 < C4 < C6 < ... < C5 < C3 < C1
(basta sommare tra loro due identità "successive" 
[image: image201.wmf]2

k

2

k

B

A

+

+

 - 
[image: image202.wmf]1

k

1

k

B

A

+

+

 = 
[image: image203.wmf]1

k

2

k

1

k

B

B

(-1)

+

+

+

 e


[image: image204.wmf]1

k

1

k

B

A

+

+

 - 
[image: image205.wmf]k

k

B

A

 = 
[image: image206.wmf]k

1

k

k

B

B

(-1)

+

 per avere Ck+2 - Ck = 
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), ma pure che le due successioni strettamente monotone C2,C4,C6,... e C1,C3,C5,... (rispettivamente crescente e decrescente) non solo convergono ai loro rispettivi estremi superiore e inferiore, in quanto limitate, ma che tali estremi (certamente diversi da 0 e da 1) coincidono. (
Siamo adesso in grado di completare immediatamente la dimostrazione lasciata in sospeso. Passiamo agli inversi dell'identità in esame, e cioè:

q1 + 
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Le due frazioni continue che compaiono nella nuova identità corrispondono a numeri reali (diversi da zero e) minori di 1, sicché si deduce che q1 e k1 devono essere proprio le parti intere dei numeri in questione, e quindi q1 = k1. Siamo condotti quindi a confrontare 
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, che essendo ancora due numeri reali diversi da zero possiamo invertire, trovando: 
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. Ma possiamo ripetere il ragionamento, dovrà essere q2 = k2, e così via, cvd.

Nota 4. Potrebbe forse venire il dubbio che una frazione continua (propria, cioè illimitata) possa coincidere con una frazione continua troncata, ma è chiaro in che modo si deve articolare il ragionamento precedente per escludere anche questo caso: una frazione continua regolare effettiva non ammette un'espressione in frazione continua troncata. Come dire pure che il limite di cui al lemma 4 è certamente un numero irrazionale.

Nota 5. Osserviamo esplicitamente che, dato un numero reale 0 < x < 1, razionale o irrazionale che esso sia, la rappresentazione in frazione continua o in frazione continua troncata che si può univocamente associare ad esso si ottiene semplicemente attraverso la seguente definizione dei quozienti parziali:

q1 = Int(x-1),

q2 = Int((Mt(x-1)-1) (naturalmente se Mt(x-1) ( 0),

q3 = Int(Mt(Mt(x-1)-1)-1) (naturalmente se la mantissa in oggetto è diversa da 0), etc.,

una costruzione sempre più difficile da scrivere sotto l'aspetto simbolico, ma concettualmente chiara. L'inverso non si può più fare dopo n passi, ossia si incontra una mantissa uguale a zero, ses x è un numero razionale di profondità n.

Il complesso delle considerazioni precedenti porge ormai a questo punto immediatamente l'analogo del lemma 2:

Lemma 5. Ogni numero reale irrazionale x > 1, individua univocamente una successione di numeri naturali q1,q2,...,qn,... tali che valga l'identità

x = Int(x) + 
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Viceversa, ogni successione q1,q2,...,qn,... di numeri naturali rimane associata nel modo indicato ad uno ed un solo numero irrazionale x avente come parte intera un numero naturale arbitrariamente fissato.

Riassumiamo. Ogni numero reale x ( R+0 si può scrivere in uno ed in un sol modo come la somma della sua parte intera Int(x) ( N0 e della sua mantissa Mt(x) ( I°, e risulta Mt(x) = 0 ses x è un numero reale intero (positivo o nullo). Ciò che con il complesso dei precedenti lemmi è stato dimostrato è il seguente:

Teorema 4 (Teorema di rappresentazione di un numero reale positivo o nullo mediante frazioni continue). Se Mt(x) ( 0 (ossia se Mt(x) ( 
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, come dire pure: se x non è un numero intero), allora x si può esprimere in uno ed in un sol modo nella forma:

x = Int(x) + 
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se è un numero razionale (rammentiamo l'essenziale ipotesi qn ( 2), mentre se x è irrazionale la frazione continua troncata che compare nella precedente identità si estende a una frazione continua "propria":

x = Int(x) + 
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Si comprende quindi ormai che significato dare a notazioni del tipo:

x = [q;q1,...,qn] oppure x = [q;q1,q2,...], dove q è in generale un elemento di N0, oppure, se si vuole: 0 = [0], 1 = [1], etc.. Le convenzioni sono tali che vale per esempio: [0;q1,q2,...] = [q1,q2,...], e su ciò non insistiamo oltre.

Nota 6. Si comprende a questo punto in che senso si possa asserire che la profondità di un numero reale irrazionale è infinito. La rappresentazione di cui al teorema precedente ci sembra quindi la migliore possibile, sia per comprendere la natura più complessa di quanto non si poteva pensare a prima vista dei numeri razionali, sia per illustrare il rapporto tra numero irrazionale e "infinito", e di apprezzare quindi la fondatezza di espressioni quali (((((( (alogos) o ((((((( (arrhetos), che la speculazione matematica degli antichi Greci aveva usato per designare tali "quantità". Ribadiamo ancora una volta che in ogni rappresentazione per serie tale essenziale dicotomia cessa di apparire in modo chiaro.

Nota 7 - Esempi notevoli. Cominciamo con alcune espansioni in frazione continua di numeri difficili celebri. Forse il più famoso di tutti è la cosiddetta "costante di Archimede":

( = 3,1415926535897932384626433832795028841... , per la quale risulta:

( = [3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,2,2,2,2,1,84,2,1,1,15,3,13,1,...],

una sequenza di numeri di cui nessuno è finora riuscito a comprendere un'eventuale "regola". Questa appare invece per la costante e di Eulero:

e = 2,7182818284590452353602874713... = [2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,12,...].

Tale espansione fu determinata appunto da Eulero, che provò così l'irrazionalità di e (su ( ed e vedi anche la nota 9 di AT). Passando a casi più semplici, riportiamo le seguenti espansioni in frazione continua: 
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 = [8;1,3,2,3,1,16,1,3,2,3,1,16,1,3,...],
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 = [22;4,1,10,3,3,10,1,4,44,4,1,10,3,3,10,1,4,44,4,1,...],

nelle quali si può ben constatare una peculiarità delle frazioni continue associate a numeri irrazionali quadratici del tipo 
[image: image220.wmf]D

, dove D è un numero naturale square-free, ossia che non ha divisori (diversi ovviamente da 1) che siano quadrati. Alla parte intera succede un gruppo di cifre palindromo (che si può cioè leggere allo stesso modo da sinistra a destra o da destra a sinistra), poi appare il doppio della parte intera, e da allora in poi il gruppo di cifre si ripete tale e quale (periodo della frazione continua). Casi assai più elementari di un siffatto comportamento sono naturalmente:
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 = [1;2,2,2,2,...]; 
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 = [1;1,2,1,2,1,2,...]; 
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 = [2;4,4,4,4,...],

a cui si aggiungono, nel caso non square-free:
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 = [2;2,4,2,4,2,4,...]; 
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 = [2;1,4,1,4,1,4,...]; 
[image: image226.wmf]10

 = [3;6,6,6,6,...].

Esercitiamoci un po' con la 

, che si sa essere un numero irrazionale dai tempi di Pitagora (VI secolo AC). Per trovarne lo sviluppo in frazione continua dobbiamo prima di tutto determinarne la parte intera, e cioè stabilire per quale indice cessano di essere vere le seguenti disuguaglianze: 1 < 

, 2 < 

, 3 < 

, ... . La prima è certo vera (1 < 

 ( 1 < 4, OK), la seconda no (2 < 

 ( 4 < 2, falso), quindi la nostra prima divisione con resto dà:

(1) 

 = 1(1 + (

-1).

Il fattore a sinistra nel primo addendo del RHS è il quoziente, il secondo fattore è il divisore, mentre il secondo addendo è il resto. Si osservi se si vuole che, scritto 

 come quoziente di due segmenti liberi di R, 

 = 
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 (per esempio rispettivamente diagonale e lato di un quadrato!), la divisione con resto ( = q( + (, con q ( N, ( < (, si può tramutare nell'identità:



 = 
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 = q(1 + 
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, con 
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 < 1, che coinvolge solo numeri reali, e ovviamente viceversa.

Passiamo alla seconda divisione, cioè andiamo a dividere 1 per (

-1), cercando nuovamente di stabilire per quale indice cessano di essere vere le seguenti disuguaglianze:

(

-1) < 1, 2(

-1) < 1, 3(

-1) < 1, ... .

La prima è naturalmente vera per costruzione, la seconda è pure vera

[2(

-1) < 1 ( 2

 < 3 ( 4(2 < 9, OK], la terza no, ergo:

(2) 1 = 2((

-1) + (3-2

) (il resto è semplicemente la differenza tra dividendo e prodotto del quoziente per il divisore).

Per il terzo passo bisogna esaminare la seguente catena di disuguaglianze:

(3-2

) < (

-1), 2(3-2

) < (

-1), 3(3-2

) < (

-1), ...

la prima delle quali è ancora vera per costruzione, la seconda pure, come si verifica subito

[2(3-2

) < (

-1) ( 7 < 5

 ( 72 < 52(2, OK], la terza no, ergo:

(3) (
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-1) = 2((3-2

) + (5

-7)

(si noti il previsto "oscillare" dei segni nei successivi resti).

Insomma, abbiamo mostrato che 

 = [1;2,2,?,...], e volendo spingerci alla quarta divisione troveremmo ancora 

 = [1;2,2,2,?,...]. Lo studente esordiente potrebbe divertirsi a verificare che 1 è invero un'approssimazione per difetto di 

 = 1,414213562373095048801688724... , mentre 1 + 

 = 

 = 1,5 = 1,49999... risulta invece un'approssimazione per eccesso. Andiamo meglio con il termine successivo 1 + 
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 = 1,4 , ma ancora meglio con

1 + 
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 = 1 + 
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, che è la frazione 

 = 1,416666... , la quale fu individuata sin dall'antichità come una "decente" approssimazione della "costante di Pitagora" (nel senso che le prime due cifre decimali sono quelle esatte). [E ci sia qui consentita una nota commossa, in ricordo del compianto amico Prof. Marco Negri, ottimo chimico e tanto altro, che amava pure molto la matematica, e aveva scoperto da bambino, utilizzando la quadrettatura del suo quaderno di scuola, che la diagonale di un quadrato costruito su un lato di 12 quadretti misurava "esattamente" 17 quadretti.] Riassumendo:

1 < 1,4 < ... < 

 < ... < 1,416666... < 1,5 .

Alquanto interessante diventa l'analogo studio della soluzione positiva ( dell'equazione
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 = 
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x

, ossia x2 + x - 1 = 0, che esprime analiticamente la cosiddetta sezione aurea (un segmento interno a uno dato che è medio proporzionale rispetto al tutto e al resto). Si ottiene ( = 
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 = 0,6180339887498948482045868343... , un numero irrazionale minore di 1, per il quale risulta: ( = [1,1,1,...]. Questa formula si verifica facilmente se si tiene conto che (1-() risulta la sezione aurea di (, con resto (-(1-() = 2(-1, il quale risulta a sua volta sezione aurea di (1-(), etc., all'infinito, ossia 1 = 1(( + (1-(), ( = 1((1-() + (2(-1),

(1-() = 1((2(-1) + (2-3(),... . Tenuto conto di quanto riportato nel corso della dimostrazione del lemma 4, i convergenti della frazione continua 
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 sono collegati ai famosi numeri di Fibonacci 1,1,2,3,5,8,13,21,... , ma tanto può bastare per concludere questa nota dedicata ad esempi-esercitazioni.

Nota 8. Nel presente contesto ci sembra opportuno spendere qualche parola sull'eventuale ruolo delle frazioni continue nella definizione stessa di numero reale, ovvero nella descrizione della fondamentale relazione d'equivalenza che individua R+ esattamente come un insieme quoziente di (((, cioè: R+ = (((/P (abbiamo così implicitamente proposto di denominare P la relazione d'equivalenza in oggetto, dall'iniziale di proporzionalità). In termini più attuali, Euclide propose di chiamare P-equivalenti due coppie ordinate di segmenti libero di R, diciamole ((,() e ((,(), se, per ogni coppia di numeri naturali m, n, risulta:

m( > n( ( m( > n(, m( < n( ( m( < n( (il che implica: m( = n( ( m( = n( nel caso commensurabile), e si verifica subito che quella appena introdotta è davvero una relazione d'equivalenza. Potremmo descrivere la medesima relazione P anche chiedendo che, operata la divisione con resto ( = q(( + ( (dove supponiamo q ( N0, e 0 ( ( < (, con terminologia auto-evidente che introduciamo per essere in grado di discutere due casi in uno), il quoziente q deve comparire anche nell'analoga divisione con resto ( = q(( + ( (ovviamente un altro resto (), il che è come dire che Int(
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) (eventualmente zero) deve essere uguale a Int(
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). Naturalmente non ci si può arrestare qui, a meno che i due resti ( e ( non siano entrambi nulli, e si ripete la richiesta relativa alla comparsa dell'identico quoziente in ordine a divisioni con resto del tipo ( = q'((' + (', ( = q'((' + (', nelle quali appaiano due sottomultipli "simili" di ( e ( rispettivamente, per esempio 
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 e 
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, se si procede in base decimale, o 
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 e 
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, se si preferisce quella binaria. Si proseguirà chiaramente nella sequenza (infinita nel caso incommensurabile!) di condizioni che descrivono P iterando il procedimento per 
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, oppure 
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 e 
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, e così via indefinitamente, ma si potrebbe anche scegliere una qualsiasi altra successione di sottomultipli di ( convergente a zero, per esempio 
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, 
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, 
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,... , oppure 
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β

, 
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β

, 
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, 
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, 
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,... , il che equivale a cambiare a piacere la "base" ad ogni passo dell'approssimazione (e sempre a piacere potrebbero sostituirsi in qualche passo le divisioni per difetto, con resti positivi o nulli, quali abbiamo sempre fin qui considerato, con divisioni per eccesso, con resti negativi o nulli!). Orbene, nella menzionata discussione che Galileo offre del presente problema, criticando la descrizione euclidea di P, si propone una via simile a quella appena illustrata, ma l'arbitrio nella scelta della successione di sottomultipli viene eliminato, privilegiando appunto l'algoritmo euclideo delle divisioni successive, e quindi diremmo oggi l'espansione in frazione continua. Insomma, ((,() è P-equivalente a ((,() ses la successione dei quozienti che compaiono nelle divisioni successive ( = q1(( + (1,

( = q2((1 + (2, (1 = q3((2 + (3, è la stessa che compare nelle analoghe ( = q1(( + (1,

( = q2((1 + (2, (1 = q3((2 + (3,... , finché l'algoritmo procede (va da sé, questi (i non hanno nulla a che fare con i segmenti iniziali di N che abbiamo designato con lo stesso simbolo!).

Nota 9. Quando si spiega per la prima volta la rappresentazione in serie di un numero reale sarebbe opportuna qualche considerazione "geometrica", quale quella qui di seguito illustrata:
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Si è scelta palesemente la base 2, ma nulla cambierebbe se si prendesse la più familiare base 10, o qualsiasi altra. L'esatta "posizione" di un numero reale x ( I = [0,1] rimane individuata attraverso una sequenza di "informazioni" (eventualmente infinita, ossia una successione, e non solo quando x è irrazionale: già per individuare esattamente la posizione di x = 1/3 sono necessarie infinite dicotomie, come ci è capitato di osservare nel corso della dimostrazione che precedeva la nota 3), la prima delle quali è naturalmente proprio x ( I (0 ( x ( 1). Si suddivide poi l'intervallo I in due parti, e la seconda informazione consiste nel dire se x si trova nella prima metà dell'intervallo (0 ( x ( 1/2, simbolo: 0, ossia prima "cifra" dello sviluppo in serie: 0) o nella seconda metà (1/2 ( x ( 1, simbolo: 1, prima "cifra" dello sviluppo in serie: 1). Si suddividono i due intervalli così ottenuti ancora in 2, fino ad ottenerne 4, e si precisa a quale di questi 4 intervalli appartiene il numero x in esame (se alla prima metà di quello che era stato detto 0, si scriverà 00, se alla seconda 01), e così via. Si comprende bene in questo modo anche perché gli estremi degli intervalli che si introducono con le successive dicotomie presentano in qualche modo eccezioni (e sono gli unici tali). 1/4 appartiene infatti tanto alla prima quanto alla seconda metà di 0, e quindi la sua posizione sarà adeguatamente precisata sia dalla posizione 00, sia dalla 01. Se si prosegue da 00 si ottiene l'espansione 0,001111... , se invece si sceglie 01 ecco che 1/4 viene a rappresentarsi con la serie 0,010000... .

Nota 10. A conclusione di questo breve studio sulle frazioni continue, e in relazione ai citati cambiamenti a piacere di punti di vista (convenzioni divenute così abitudinarie che diventa difficile far lavorare l'intelletto con altre), ci sembra curioso dimostrare come si possa sviluppare in altro modo l'algoritmo euclideo delle divisioni successive mediante divisioni per eccesso anziché per difetto, ma soprattutto andando a dividere sempre lo stesso segmento (unità di misura). Partiamo per esempio ancora da un numero reale 0 < x = 
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 < 1, e anziché scrivere come primo passo (peraltro da noi sottinteso) della catena di divisioni ( = 0(( + ( (il "resto" ( è in effetti minore del divisore (), scriviamo invece: q1( = ( + (1, dove:

(1 = q1( - ( < ( < (. [Se si preferisce mantenere più strettamente l'analogia formale con il caso precedente, si scriva: ( = q1( - (1, (1 < (, in cui si vede chiaramente una divisione per eccesso. Naturalmente il passaggio dalla divisione per difetto ( = q( + ( a quella per eccesso ( = q1( - (1, quando non sia ( = (1 = 0, si precisa attraverso le identità: q1 = q+1, e

(1 = (-(.] Vale a dire, consideriamo il primo numero naturale q1 tale che risulti q1( ( (, e andiamo avanti se il resto non è zero, ossia se 
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 non coincide con il numero razionale 
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 (che ha profondità 1: risulta infatti certamente q1 ( 2), effettuando la divisione per eccesso di ( per (1. Otterremo: q2(1 = ( + (2, con (2 < (1, e già fermandoci qui (supponendo cioè (2 = 0; si noti che tale quoziente q2 risulta adesso necessariamente maggiore o uguale di q1: se ci vogliono q1 passi di ampiezza ( per superare o uguagliare (, non ce ne vorranno di meno se diminuiamo l'ampiezza da ( a (1!) possiamo notare le differenze con l'altro algoritmo dianzi utilizzato. Si ottiene infatti (1 = 
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, e quindi: q1( = ( + (1 = ( + 
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)(, vale a dire in definitiva: 
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, o anche ( = 
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, che sono rispettivamente il primo germe di uno sviluppo in frazione continua ascendente (e specifichiamo nuovamente: regolare), oppure di una rappresentazione di un numero reale irrazionale minore di 1 in serie di Engel (da Friedrich Engel, 1913). Mostriamo come si articola il terzo passo del procedimento, presentando infine un famoso noto sviluppo in serie di Engel, e quindi in frazione continua ascendente, quello del numero e (più precisamente, del numero Mt(e) = e-2), inde de hoc satis.

q1( = ( + (1, q2(1 = ( + (2, q3(2 = ( ( (2 = 
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(2 = 
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e = 2 + 
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(la serie che appare nell'identità precedente non è altro che la nota serie esponenziale, che si ottiene dalla serie di Maclaurin della funzione ex, ex = 
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, ponendovi x = 1).

4. La non numerabilità dei numeri reali

Siamo quasi giunti al termine del nostro excursus nella "teoria dei numeri" nell'accezione primitiva del termine. E' infatti ormai facile riassumere quanto precede asserendo che vale il seguente:

Teorema 5. Esiste un isomorfismo canonico tra I°(Q e W(N) - ovvero, con i nostri attuali simboli, I°(Q ( W(N) - nel quale a numeri razionali di data profondità n corrispondono "parole" della medesima lunghezza n. Per quanto riguarda invece i numeri irrazionali, esiste un isomorfismo canonico tra I°-Q e H(N), ossia I°-Q ( H(N). In conclusione, la bipartizione I° = (I°(Q)((I°-Q) conduce all'isomorfismo canonico: I° ( W(N)(H(N).

Dim. Per la dimostrazione della prima metà del teorema diviene essenziale la circostanza che l'ultimo termine qn della frazione continua troncata univocamente associata a un numero razionale x ( I°(Q non intero (come dire quindi semplicemente che x è diverso da zero), è maggiore o uguale di 2. Infatti all'elemento 0 in I°(Q, l'unico che ha profondità 0 nel dominio considerato, potremo associare la parola vuota di W(N), che ha per definizione lunghezza 0, mentre alla n-pla ordinata (a1,a2,...,an), con n ( 1, assoceremo il numero razionale [a1,a2,...,an+1] (e naturalmente, viceversa, al numero razionale [q1,q2,...,qn] rimane associata l'n-pla ordinata (q1,q2,...,qn-1)). Insomma, il numero 
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, di profondità 1, corrisponderà alla parola (1) di lunghezza 1, 
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 alla parola (2), e così via (introduciamo qui un simbolismo autoesplicativo per distinguere parole di lunghezza 1 da singoli numeri). Invece il numero
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, che ha profondità 2, corrisponderà alla parola (3,4) di lunghezza 2, etc.. A questo punto la dimostrazione della seconda parte del teorema, relativa al caso dei numeri irrazionali, ossia degli elementi di I°-Q (che poi è la stessa cosa di I-Q, o di 
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-Q) è persino più semplice, perché non bisogna neppure introdurre lo shifting di un'unità. Infatti abbiamo già descritto nel lemma 3 non solo un monomorfismo tra I°-Q e H(N), l'insieme di tutte le successioni di numeri naturali, ma abbiamo inoltre asserito nel lemma 4 (seppure senza dimostrazione) che tale monomorfismo è anche suriettivo, cioè è un isomorfismo. (
Riassumendo, abbiamo ormai risolto la questione che ci stava a cuore, e cioè riformulare il teorema 3 a partire da isomorfismi canonici, in maniera che consenta di dedurre immediatamente la non numerabilità dei reali come corollario. Infatti dall'isomorfismo canonico I° ( W(N)(H(N) di cui al teorema 5 si evince, in termini di numeri cardinali, l'identità:
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e quindi il seguente:

Teorema 6 (Seconda caratterizzazione del cardinale del continuo).

(c = 
[image: image311.wmf])
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N

.

Quanto abbiamo appena stabilito risponde perfettamente allo scopo che ci eravamo prefissi, e fa comprendere subito perché valga il teorema 1: risulta manifestamente: (c = 
[image: image312.wmf])

H(

N

 ( 
[image: image313.wmf])

,

H(

2

s

N

 > (0, perché un elemento di H(N,(2) si può pensare, per semplice estensione di codominio tramite l'inclusione di (2 in N, come una successione di numeri naturali, cioè H(N,(2) è quasi-incluso in H(N). In altre parole ancora, I° ha una parte razionale, corrispondente a W(N), la quale è certo numerabile, in virtù del I teorema di Cantor, e una parte irrazionale, corrispondente canonicamente a H(N), la quale è certamente non numerabile in forza del II teorema di Cantor. E' possibile "interpretare" una qualsiasi successione di 1 e di 2, vale a dire un elemento di H(N,(2), come un ben preciso numero reale irrazionale compreso tra 0 e 1, e il teorema 2 ci assicura che sono sufficienti questi soli particolari numeri irrazionali per persuaderci di avere a che fare con una totalità non numerabile.

Nota 11 - Esempi notevoli. Può diventare divertente valutare alcune delle corrispondenze di cui al teorema 5, sulla scorta delle informazioni fornite nella nota 7: in altre parole, calcolare esplicitamente il numero irrazionale compreso tra 0 e 1 associato a determinati sottoinsiemi di N. L'insieme totale N corrisponde ... alla sezione aurea: [1,1,1,1,...] = ( = 
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, mentre l'insieme vuoto ( individua il numero [2,2,2,2,...] = 
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 - 1. L'insieme dei numeri dispari

2N-1 corrisponde a [1,2,1,2,1,2,...] = 
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 - 1, quello dei numeri pari 2N a [2,1,2,1,2,1,...], che è: 
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. Il singleton (1 individua [1,2,2,2,...], vale a dire
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. Lasciamo allo studente volenteroso il piacere di trovare da sé il numero x = [2,2,1,2,2,1,2,2,1,...], corrispondente all'insieme 3N dei multipli di 3 (suggerimento: si prenda in considerazione l'identità x = 
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). Immaginiamo invece che sia fuori della portata dell'intelletto umano la determinazione del numero che corrisponde all'insieme dei numeri primi P, ossia [2,1,1,2,1,2,1,2,2,2,1,2,1,2,2,2,1,...], una ben strana "schedina", ma non si sa mai, e su questa supposizione concludiamo la nota, avvertendo che naturalmente diverse altre piccole verità potrebbero essere scoperte in ordine ai numeri del "tipo" H(N,(2).

Concludiamo con una precisazione. L'identità cardinale contenuta nel teorema 6 appare diversa da quella presente nel teorema 3, sicché siamo già edotti a questo punto della storia che comunque dovrà risultare addirittura:
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E' questa un'identità di cui ci sembra istruttivo comprendere direttamente le ragioni. Ogni funzione f : N ( N individua univocamente il suo grafico, che è un sottoinsieme del prodotto cartesiano N(N, e funzioni diverse hanno grafici diversi. N(N è un insieme certamente numerabile ancora in virtù del I teorema di Cantor, e quindi P(N(N) [image: image329.jpg]


 P(N). L'osservazione consente allora di concludere che deve risultare, oltre alla già dimostrata 
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Nota 12. Val la pena di integrare l'argomentazione precedente con un'altra identità in cui interviene il cardinale del continuo: risulta anche (c = 
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, ossia l'insieme di tutte le successioni di numeri reali, benché apparentemente molto più "grande", è in realtà isomorfo al suo sottoinsieme di tutte le successioni di numeri naturali (ma ormai con questi fenomeni lo studente avrà cominciato a familiarizzarsi). E infatti: H(N,R) [image: image337.jpg]


 H(N,H(N,(2)) ( H(N(N,(2) (per il teorema di rappresentazione delle azioni) e quindi N(N [image: image338.jpg]


 N ( H(N,R) [image: image339.jpg]


 H(N,(2) cvd. [L'identificazione del cardinale 
[image: image340.wmf]A)

,
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 diviene una questione difficile per un insieme infinito arbitrario A: se ne può trovare qualche cenno alla fine del paragrafo N. 8 del cap. V degli Elementi... .]
Nota 13. Le considerazioni precedenti si prestano all'introduzione di una "nuova" istruttiva dimostrazione del II teorema di Cantor (naturalmente nella forma H(N,(2) > N, senza alcun coinvolgimento nell'enunciato del concetto di numero reale, che costituisce in sé qualcosa di più complesso). La non numerabilità di H(N,(2) risulterà di conseguenza quasi un'immediata conseguenza della numerabilità di N2. E' chiaro infatti, con l'introduzione della "funzione grafico" di cui sopra, H(N) ( P(N2), che H(N) si può pensare come un sottoinsieme di N2, e quindi come un sottoinsieme di H(N2,(2), che a sua volta ha la stessa cardinalità di H(N,(2), appunto in virtù del I teorema di Cantor. Basterà pertanto dimostrare direttamente che H(N) – ripetiamo, pensato come sottoinsieme di H(N,(2) - non è numerabile, ciò che si ottiene facilmente nel seguente modo. Comunque data una successione f1, f2, f3,... di elementi di H(N), ovverosia di funzioni aritmetiche, si consideri la funzione aritmetica f : N ( N definita nel modo seguente: ( n ( N, f(n) = fn(n) + 1. Si otterrà un elemento di H(N) che non appartiene certamente al codominio della successione in discorso (f non può infatti coincidere con alcuna funzione fi, per un arbitrario valore di i, dal momento che almeno i valori f(i) ed fi(i) saranno diversi per costruzione). Insomma, dimostrare la non numerabilità di H(N) è davvero facile, e da questa si trae la non numerabilità di H(N,(2) in virtù del I teorema di Cantor, anch'esso di un'evidenza cristallina.

Umberto Bartocci, Perugia, Dicembre 2004
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